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MINISTERUL EDUCATIEI

Olimpiada Nationala de Matematica
Etapa Judeteana/a Sectoarelor Municipiului Bucuresti, 2023

CLASA a V-a

Problema 1. Aflati toate numerele naturale de forma abcd, stiind ca numerele ab, cb
. . . =2 =2 0
si d sunt prime, iar ab + cb + d* = 2022.
Gazeta Matematica

Problema 2. Un magazin a vandut 235 de roboti in cele 12 luni ale unui an. In
fiecare luna au fost vanduti fie cate 16, fie cate 20, fie cate 25 de roboti. Determinati
numarul de luni in care au fost vanduti exact 20 de roboti.

Problema 3. Spunem ca 13 numere naturale nenule formeaza un grup deosebit daca
numerele grupului sunt consecutive. Determinati:

a) cate grupuri deosebite au suma numerelor egald cu un patrat perfect de trei cifre;

b) numarul maxim de numere prime aflate intr-un grup deosebit.

Problema 4. Se scriu pe tabla, unul dupa altul, toate numerele naturale de la 1 la
30000, formand o secventa lunga de cifre:

123456789101112 . .. 30000.

De cate ori apare 2023 In aceasta secventa?

Timp de lucru 2 ore. Se adauga 30 minute pentru intrebari.
Fiecare problema este notata cu 7 puncte.



Societatea de Stiinte Matematice

8 MINISTERUL EDUCATIEI . -
din Romania

Olimpiada Nationald de Matematica
Etapa Judeteana/a Sectoarelor Municipiului Bucuresti, 2023
CLASA a V-a — solutii si bareme

Problema 1. Aflati toate numerele naturale de forma abed, stiind ci numerele ab, cb si d
sunt prime, iar @2 + @2 + d? = 2022.
Gazeta Matematica

. .. . — . — . —92 —9 .
Solutie. Fiind prime, numerele ab si cb sunt impare. Ca urmare, ab” 4 cb™ este numar par

si, cum 2022 este par, rezulta ca d este par. Dar d este numar prim, decid =2. ........... 2p
Relatia din enunt devine ab’ + o> = 2018. Deoarece 472 = 2209 > 2018, deducem ca
numerele ab si cb pot fi cel mult egale cu 43. ........ ... . 1p
Cei doi termeni din suma ab + b’ au aceeasi ultima cifra, aceasta fiind impara, iar ultima
cifra a sumei este 8. Obtinem ca b poate fi3sau 7. ......... ... ... ... .. ... il 1p
Pentru b = 7, numerele prime ab si cb pot lua doar valorile 17 sau 37. Cum 172 = 289, iar
372 = 1369, suma a7- + ¢7° nu poate fi egald el 2018, ... 1p

Pentru b = 3, numerele prime ab si ¢b pot lua valorile 13, 23 sau 43. Cum 13 = 169,
22 = 529 §432 = 1849, egalitatea %2 + @2 = 2018 are loc doar pentru ab = 13 si cb = 43 sau
ab = 43 si cb = 13. Asadar, problema are doua solutii: abcd = 1342 si abed = 4312. ........ 2p

Problema 2. Un magazin a vandut 235 de roboti in cele 12 luni ale unui an. In fiecare
luna au fost vanduti fie cate 16, fie cate 20, fie cate 25 de roboti. Determinati numarul de luni
in care au fost vanduti exact 20 de roboti.

Solutie. In fiecare dintre cele 12 luni ale anului s-au vandut cel putin cate 16 roboti. Dacs
in fiecare luna s-ar fi vandut exact cate 16 roboti, atunci numarul de roboti vanduti ar fi fost
0gal CU 12 16 = 102 oot e 2p

Diferenta de 235—192 = 43 de roboti provine din lunile in care s-au vandut cate 20 de roboti
(deci cate 4 in plus) si din lunile in care s-au vandut cate 25 de roboti (deci cate 9 in plus).

Notand cu @ numarul de luni in care s-au vandut cate 20 roboti si cu b numarul de luni in

care s-au vandut cate 25 de roboti, obtinem 4-a+9-0=43 . ...l 2p
Rezulta b <4 sibimpar,decib=1saub=3. ..... .. ... .. . i i, 1p
Daca b= 1, atunci 4-a =34, imposibil. ....... ... 1p
Daca b = 3, atunci a = 4, deci numarul de luni in care au fost vanduti cate 20 de roboti este
Al CU 4 . 1p

Solutie alternativa 1. Fie x,y, z numarul lunilor in care s-au vandut cate 16, 20 respectiv 25
de roboti. Atunci 16z + 20y + 25z = 235, adica x + 5(3z + 4y + 5z) = 235, de unde rezulta ca

x=5-[47 — (3z + 4y + 52)]. Ca urmare, x este divizibilcu b .......... ... .. ... .. 4p
Cum z < 12 (x este un numar de luni), obtinem z =5saux =10 ..................... 1p
Pentru z = 10, rezulta 16 - 10+ 20y + 25z = 235, de unde 4y + 5z = 15 sau 4(y + 2z) + z = 15.
Cum y + 2z =12 — z = 2, obtinem z = 7, imposibil, deoarece y + 2z =2 .................... 1p

Pentru x = 5, rezulta 16 - 5 + 20y + 25z = 235, de unde 4y + 5z = 31 sau 4(y + z) + z = 31.
Cum y+ 2z =12 — 2z =7, obtinem z = 3, de unde y = 7 — z = 4, deci numarul de luni in care
au fost vanduti cate 20 de roboti este egal cu 4 ......... ... . . 1p



Solutie alternativa 2. Fie x,y, z numarul lunilor in care s-au vandut cate 16, 20 respectiv 25
de roboti. Atunci 16x + 20y + 25z = 235, de unde rezulta z impar si 2 <9 ................ 2p
Daca z este unul dintre numerele 1, 5 sau 9, din relatia 16z + 20y = 235 — 252z obtinem ca
162 + 20y este egal cu 210, 110, respectiv 10, dar 16z + 20y este divizibil cu 4, iar 210, 110 si 10

nu sunt, deci nu se obtin solutii ........ ... ... 3p
Pentru z = 7, avem 162420y = 60 si x+y = 5, de unde obtinem 4x+5y = 15 si 4o +4y = 20,
contradictie .. ... ... 1p

Pentru z = 3, avem 16z + 20y = 160 si z + y = 9, de unde obtinem 4z + 5y = 40 si
4dx + 4y = 36, deci y = 4 (si * = 5). Asadar, numarul de luni in care au fost vanduti cate 20 de
roboti este egal cu 4 ... .. 1p

Problema 3. Se spune cd 13 numere naturale nenule formeaza un grup deosebit daca
numerele grupului sunt consecutive. Determinati:

a) cate grupuri deosebite au suma numerelor egala cu un patrat perfect de trei cifre;

b) numarul maxim de numere prime aflate intr-un grup deosebit.

Solutie. a) Notam cu a,a+1,a+2,...,a+ 12 cele 13 numere consecutive care formeaza un
grup deosebit. Atunci suma lor este 13a + 78 =13 - (a+6). ...t 1p

Cum cel mai mare patrat perfect de trei cifre este 961, iar numéarul 13 - (a + 6) este divizibil
cu 13, deducem ca valoarea lui 13 - (a 4 6) poate fi 169 sau 676, acestea fiind singurele patrate

perfecte de trei cifre divizibile cu 13. ... . . 1p
Obtinem ca a poate fi 7 sau 46. In concluzie exista doua grupuri deosebite avand proprietatea
<3 17 1p
b) Pentru a = 1, in grupul deosebit 1,2,3,...,13 se afla 6 numere prime, iar pentru a = 2,
in grupul deosebit 2,3,4,...,14 se afla tot 6 numere prime. ............. ..., 2p

Daca a > 3, printre cele 13 numere ale grupului deosebit se afla cel putin 6 numere pare
neprime. De asemenea, cum in grup se afla cel putin trei numere impare consecutive mai mari
decat 3, unul dintre ele este divizibil cu 3, deci nu este prim. Deducem ca in grup vor fi cel mult
6 numere prime. Astfel, numarul maxim de numere prime este 6. ............ ... .. ... ..... 2p

Problema 4. Se scriu pe tabla, unul dupa altul, toate numerele naturale de la 1 la 30000,
formand o secventa lunga de cifre:

123456789101112. . . 30000.

De cate ori apare 2023 in aceasta secventa?

Solutie. Secventa 2023 apare in scrierea numerelor 2023, 12023, 22023 si a numerelor 20230,
20231, 20232, ..., 20239, in total fiind 13 aparitii. ......... ... ... ... il 3p

In plus, 2023 mai poate aparea lipind sfarsitul unui numar de inceputul numarului urmator.
Avem cazurile:

e 202|3 apare o singura data: 3202[3203. .. .. ... 1p
e 20|23, va aparea de 11 ori: 2320|2321 si de la 23020|23021 la 23920]23921 ............ 2p

Cazul 2|023 este imposibil deoarece nu exista numar care sa inceapa cu 0, deci numarul total de
aparitii este 13 4+ 11+ 1 =25, ... o 1p
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CLASA a VI-a

Problema 1. Elementele unei multimi A sunt 13 numere naturale consecutive, elementele
unei multimi B sunt 12 numere naturale consecutive, iar elementele multimii A U B sunt 15
numere naturale consecutive.

a) Determinati numarul elementelor multimii A\ B.

b) Daca, in plus, suma elementelor multimii A este egala cu suma elementelor multimii B,
determinati cele doua multimi.

Gazeta Matematica

Problema 2. Fie ABC un triunghi isoscel, cu AB = AC si < ABC = 72°. Pe dreapta BC'
consideram punctul D astfel incat C' sa apartina segmentului BD si CD = AB.

a) Aratati ca AC este bisectoarea unghiului <BAD.

b) Pe paralela la AB dusa prin D luam punctul E, in acelasi semiplan cu A fata de BD,
astfel incat DE = DB. Fie F punctul de intersectie a dreptelor AD si BE. Demonstrati ca
dreptele AC si AE sunt perpendiculare si AF = FC = BC.

Problema 3. Considerim tabloul din figura aliturati. In fiecare 12345678
patratel al lui scriem cate un numar intreg, astfel incat suma numerelor
scrise In patratelele albe sa fie 23, iar suma numerelor scrise in patratelele
de pe coloanele cu numar impar sa fie 40. Inlocuim apoi numerele din
patratelele albe cu opusele lor.

Cat este acum suma numerelor din patratelele de pe liniile cu numar
impar?

0o N U WN =

Problema 4. Determinati numerele naturale n pentru care cel mai mare divizor prim al
numarului n? + 2 este egal cu cel mai mare divizor prim al numarului n? + 2n + 3.

Timp de lucru 2 ore. Se adauga 30 minute pentru intrebari
Fiecare problema este notata cu 7 puncte.
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CLASA a VI-a — solutii

Problema 1. Elementele unei multimi A sunt 13 numere naturale consecutive, elementele
unei multimi B sunt 12 numere naturale consecutive, iar elementele multimii A U B sunt 15
numere naturale consecutive.

a) Determinati numarul elementelor multimii A\ B.

b) Daca, in plus, suma elementelor multimii A este egala cu suma elementelor multimii B,
determinati cele doua multimi.

Gazeta Matematica

Solutie. a) Elementele multimii A\ B sunt elementele multimii AU B care nu sunt in B; ele

sunt In nUMAr de 15 — 12 = 3. ..t 2p
b) Suma elementelor din A \ B este egald cu suma elementelor din B\ A............... 1p
Fie ANB={n,n+1,n+2,...,n+9}, n € N. Cum A\ B are 3 elemente si B\ A are doua
elemente, avem n >3, A\B={n—-3,n—2,n—1}si B\A={n+10,n+11}............ 2p
Obtinem n —34+n—-24+n—-1=n+10+n+ 11, n = 27, A = {24,25,26,27,...,36} si
B = {27,28,20, .0 38} oo 2p

Problema 2. Fie ABC un triunghi isoscel, cu AB = AC si < ABC = 72°. Pe dreapta BC
consideram punctul D astfel incat C' sa apartina segmentului BD si CD = AB.

a) Aratati ca AC este bisectoarea unghiului < BAD.

b) Pe paralela la AB dusa prin D luam punctul E, in acelasi semiplan cu A fata de BD,
astfel incat DE = DB. Fie F punctul de intersectie a dreptelor AD si BE. Demonstrati ca
dreptele AC si AE sunt perpendiculare si AF = FC = BC.

Solutie. a) Avem ¥ BAC = 36°. Cum triunghiul AC'D este

E isoscel cu SACD = 180° — 72° = 108°, rezulta ca <CAD =

A JADC = 36°, deci AC este bisectoarea unghiului <xBAD.2p
b) Deoarece XABD = 4xBAD = 72°, rezulta ca triunghiul
ABD este isoscel, deci AD = BD. Cum DE = DB, rezulta ca
triunghiul ADE este isoscel, deci < DAFE = (180° — <ADE) :
2 = (180° — 72°) : 2 = 54°. Astfel, ¥CAE = 4CAD +
SDAE =36°454°=90° ..o 2p
Din <AFB = 180° — <BAF — 4YABF = 72° rezulta ABAC = AABF (L.U.L.), de unde
BC = AF. Cum BD = AD, rezulta CD = FD. Astfel, ABAC = ACDF (L.U.L.), deci

B C D

Problema 3. Consideram tabloul din figura alaturata. In fiecare 12345678

patratel al lui scriem cate un numar intreg, astfel incat suma numerelor
scrise in patratelele albe sa fie 23, iar suma numerelor scrise in patratelele
de pe coloanele cu numéar impar sa fie 40. Inlocuim apoi numerele din
patratelele albe cu opusele lor.

Cat este acum suma numerelor din patratelele de pe liniile cu numar
impar?

0o N U WN =

Solutie. Fie a, suma numerelor din patrdtelele albe de pe liniile cu numar par si a; suma
numerelor din patratelele albe de pe liniile cu numar impar. Avem a; +a, =23............ 2p



Multimea patratelelor negre din coloanele cu numar impar coincide cu multimea patratelelor
negre din liniile cu numar impar, iar multimea patratelelor albe din coloanele cu numar impar
coincide cu multimea patratelelor albe din liniile cu numar par. ................ ... ... ... .. 2p

Fie n suma numerelor din patratelele negre de pe coloanele cu numar impar. Din cele de
mai sus si din ipoteza, stim ca n + a, = 40 si avem de calculat n — a;.

Rezulta n —a; = (n+ap) —(ai+ap) =17 .o 3p

Problema 4. Determinati numerele naturale n pentru care cel mai mare divizor prim al
numarului n? + 2 este egal cu cel mai mare divizor prim al numarului n? + 2n + 3.

Solutie. Un divizor comun d al numerelor date divide si numerele n?+2n+3—(n?+2) = 2n+1,
n-C2n+1)=2n2+n,2n>+n-2- M2 +2)=n—-4,2n+1-2-n—4)=9.............. 2p
Astfel, dacd d este prim, atunci d = 3, iar singurul factor prim care mai poate aparea in
descompunerea numerelor date este 2, la cel mult unul dintre ele. In plus, macar unul dintre
numere are exponentul lui 3 cel mult 2. ... . 1p
Daci n este par, atunci n? + 2 este par, dar nu este divizibil cu 4 si putem avea cazurile: I)
n?+2=2-3; ) n?+2=2-3%1I) n? + 2n + 3 = 3; IV) n? + 2n + 3 = 32. Obtinem doar
solutia n = 4 (corespunzatoare cazului IT) ... ... .. . . i i 2p
Daci n este impar, atunci n? 4+ 2n + 3 este par, dar nu este divizibil cu 4 si putem avea
cazurile: V) n? +2n+3 =2-3; VI) n? + 2n + 3 = 2- 3% VII) n? + 2 = 3; VIII) n? + 2 = 32.
Obtinem doar solutia n = 1 (corespunzatoare cazurilor V si VII).................... . ... 2p
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CLASA a VII-a
Problema 1. Determinati toate perechile (z,y) de numere reale care verifica relatia
3z + 2 4y + 3 4y + 3 3z + 2
(I AR i Rk i A B

Notatiile {a} si [a] reprezinta partea fractionara, respectiv partea intreaga a numarului real

Gazeta Matematica

Problema 2. Determinati numerele intregi a, b, ¢, d care indeplinesc simultan conditiile

a+b+c=2dsi vVab+Vbc+ Vea = d2.

Problema 3. Se considera un patrat ABCD si se noteaza cu M mijlocul laturii CD.
Perpendiculara din C' pe BM intersecteaza dreptele BM si AB in punctele N, respectiv E.
Dreapta BM intersecteaza dreapta AD in P, iar mijlocul segmentului BN se noteaza cu F.
Aratati ca:

a) triunghiurile CBE si BAP sunt congruente;

b) segmentele AN si DF sunt congruente si perpendiculare.

Problema 4. Fie triunghiul ABC care are SABC = 90° si <BCA = 30°. Fie AD
bisectoarea unghiului < BAC, D € BC, si BE 1L AC, E € AC. Notam cu M intersectia
dreptelor AD si BE, iar cu P mijlocul lui CM. Aratati ca AC =4-DP.

Timp de lucru 3 ore. Se adauga 30 minute pentru intrebar:
Fiecare problema este notata cu 7 puncte.
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CLASA a VII-a — solutii
Problema 1. Determinati toate perechile (z,y) de numere reale care verifica relatia
3z + 2 4y + 3 4y + 3 3z + 2
(R o S i S i A o

Notatiile {a} si [a] reprezinta partea fractionara, respectiv partea intreaga a numarului real

a.
Gazeta Matematica

Solutie. Deoarece 0 < {a} < 1 si [b] este numar intreg, egalitatea 3{a} + 4[b] = 18 are loc
doar n cazul {a} = 2 i [B] =4 ... 2p
Deoarece 0 < {c} < 1 si [d] este numar intreg, egalitatea 4{c} + 3[d] = 18 are loc doar in
cazurile {c} =0, [d] =6 (I), sau {c} =3, [d] =5 (I1).........ooiiiiiiiiii 3p
In cazul (I) obtinem 342 — 64 2 i % =4, deci z = 6, y = 2. In cazul (IT) obtinem
3x—§r2 =5+ % si % =4+ %, deci x = 5, y = 4. Perechile sunt (6, %) si(5,4). ... 2p

Problema 2. Determinati numerele intregi a, b, ¢, d care indeplinesc simultan conditiile
a+b+c=2dsivVab+ Ve + Vea = d?.

Solutie. Daca a > b > ¢ > 0, atunci d > 0. Avem d?> = Vab+Vac+ Ve <a+a+b<
2a + 2b + 2c¢ < 4d, cel putin una dintre inegalitati fiind stricta, de unde d € {0,1,2,3}...... 2p
Cazul I: d = 0. Atunci a = b =cCc =0 ... e 1p
Cazul II: d = 1. Atuncia+b+c=2si \/%+\/%+\/a:1, decia=b=1,¢=0....1p
Cazul III: d € {2,3}. Pentru d = 2 avem posibilitatile (2,1, 1), (2,2,0), (3,1,0), (4,0,0), iar
pentru d = 3 avem posibilitatile (3,2,1), (3,3,0), (4,2,0), (4,1,1), (5,1,0), (6,0,0); niciuna nu

COMVITIE . o o ottt 1p
In cazul in care cel putin unul dintre numere este negativ, atunci toate sunt mai mici sau
egale cu 0, iar —a, —b, —c, —d verifica egalitatile dinenunt ..................... ... ... 1p

Obtinem solutiile (0,0,0), (0,1,1),(1,0,1),(1,1,0), (0, —1,—1), (1,0, —1), (=1, —1,0)...1p

Problema 3. Se considera un patrat ABCD si se noteaza cu M mijlocul laturii CD.
Perpendiculara din C' pe BM intersecteaza dreptele BM si AB in punctele N, respectiv E.
Dreapta BM intersecteaza dreapta AD in P, iar mijlocul segmentului BN se noteaza cu F.
Aratati ca:

a) triunghiurile CBE si BAP sunt congruente;

b) segmentele AN si DF sunt congruente si perpendiculare.

Solutie. a) Deoarece CB = BA si <CEB = 4BPA (au fiecare
complement < EBP), deducem ca triunghiurile dreptunghice ACBE si
ABAP sunt Congruente. . ............oeeoueeneeneaieaneieaaean. 3p

b) Notam cu T intersectia dreptelor EC si AP. DM si AT sunt linii
mijlocii in triunghiurile dreptunghice APB si BEC, deci A este mijlocul
lui BE. Prin urmare AF | NE, de unde AFF L BP ............... 1p M B

FD si AN sunt mediane corespunzatoare ipotenuzelor in triunghiuri

dreptunghice, deci FD = AP =1BE = AN ..................... 1p
BN = AF, deoarece sunt inaltimile corespunzatoare ipotenuzelor in triunghiuri congruente,

asadar AADF = ABAN. . 1p
Cum SFDA+ <NAD = 4NAB+ <NAD =90° avem AN L. DF ................... 1p




Problema 4. Fie triunghiul ABC care are SABC = 90° si <BCA = 30°. Fie AD
bisectoarea unghiului <BAC, D € BC, si BE L AC, E € AC. Notam cu M intersectia
dreptelor AD si BE, iar cu P mijlocul lui CM. Aratati ca AC =4-DP.

Solutie. Din teorema unghiului de 30° avem AC' =2AB .. 1p

Deoarece <CAD = SACD = 30°, triunghiul ADC' este isos- / E
cel, cu DA =DC ... 1p /,’ ye
Cum ¥ADB = <M BD = 60°, triunghiul M BD este echila- /.-
teral. Reiese astfel ca M B = BD = %AD, deci punctul M este §"_B D C

mijlocul lui AD ... 2p

Notam cu S simetricul lui D fata de B. Atunci triunghiul ADS este echilateral. Reiese
DS = AD = CD, deci DP este linie mijlocie in triunghiul CSM. Cum AB = SM (mediane in
triunghiul echilateral ADS), rezulta DP = %MS = %AB = iAC ........................... 3p
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CLASA a VIII-a

Problema 1. Fie SABCD o piramida avand ca baza paralelogramul ABC'D. Pe
muchiile SA, SB, SC si SD se considera punctele M, N, P, respectiv () astfel incat
M N PQ sa fie un paralelogram.

a) Daca ABC'D este un romb, aratati ca M N P(Q este un romb.

b) Daca ABCD este un dreptunghi, aratati ca M N P(Q este un dreptunghi.

Gazeta Matematica

Problema 2. Un triplet (a,b,c) de numere intregi se numeste artistic daca numarul

ab + be + ca R
—— este Intreg.

a+b+c
a) Determinati numerele intregi n pentru care tripletele (n,n + 1,n + 3) sunt artistice.
44,4 4 A
v . _ SR v Ay +z N
b) Daca (z,y, z) este un triplet artistic, aratati ca numarul % este Intreg.
rTt+yt+z

Problema 3. Determinati numerele naturale nenule a, b si ¢ care verifica simultan
conditiile:

(i) (a® + b?) (¢ + 20232) = (ab + 2023¢)*;

(i) (a® + 20232) (b + ¢2) = (2023a + be)*;

(iii) cel mai mare divizor comun al numerelor a, b, ¢ si 2023 este egal cu 1.

Problema 4. Se considera un tetraedru ABCD 1in care @+@+@ = 180°,

ABC = @, iar proiectia varfului D pe planul (ABC') este ortocentrul triunghiului
ABC'. Demonstrati ca AB = AC si DB = DC.

Timp de lucru 3 ore. Se adauga 30 minute pentru intrebari
Fiecare problema este notata cu 7 puncte.
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CLASA a VIII-a — solutii

Problema 1. Fie SABCD o piramida avand ca baza paralelogramul ABC'D. Pe muchiile
SA, SB, SC si SD se considera punctele M, N, P, respectiv @) astfel incat M N P(Q sa fie un
paralelogram.

a) Daca ABCD este un romb, aratati ca M N P(Q) este un romb.

b) Daca ABCD este un dreptunghi, aratati ca M N P(Q) este un dreptunghi.

Gazeta Matematica

Solutie. Fie di = (SAB) N (SCD) si da = (SBC) N (SDA).

Cum AB || CD, AB C (SAB) si CD C (SCD), din teorema

acoperisului rezulta ca AB || CD || di. Deoarece MN | PQ,

MN C (SAB) si PQ C (SCD), din teorema acoperisului rezulta
ca MN || PQ || di, prin urmare AB || CD || MN || PQ || d;.

Analog se aratd ca BC || DA || NP || QM || d2. .......... 3p

a) Folosind teorema fundamentald a asemanarii, obtinem

MN _ SN _ NP
AB  SB  BC’
Daca ABCD este un romb, atunci AB = BC. Deducem ca MN = NP, prin urmare

paralelogramul M NPQ este, siel, unromb. ......... ... ... .. . i 2p
b) Unghiurile cu laturile respectiv paralele sunt congruente sau suplementare.

Daca ABCD este un dreptunghi, atunci ABC = 90°. Intrucat MN | AB si NP || BC,
obtinem ca M NP = 90°, prin urmare paralelogramul M N P(Q) este, si el, un dreptunghi. ... 2p

Problema 2. Un triplet (a,b,¢) de numere intregi se numeste artistic daca numarul
ab+ bc+ ca

a+b+c
a) Determinati numerele intregi n pentru care tripletele (n,n + 1,n + 3) sunt artistice.

ot 4yt 4 oA
rTt+y+z

Solutie. a) Tripletul (n,n+1,n+3), n € Z, este artistic dacd si numai daca numaérul

3n*+8n+3 Ldn+3

este intreg.

b) Daca (z,y, z) este un triplet artistic, aratati ca numarul este intreg.

=n este intreg.
3n+4 3n+4
Rezulta ca 3n+4 divide numarul 4 (3n +4)—3 (4n + 3) =7, de unde n € {—1,1}. Se verifica
faptul ca ambele variante convin (gasim tripletele artistice (—1,0,2), respectiv (1,2,4)). ...3p
2, .2 .2
b) Deoarece numerele = + y + z si Tyryetaw sunt intregi, rezulta ca rry e
r+y+z r+y+z
(r+y+2)—2- Tryzt ew este MUMAT TNETEE. . ..ottt ettt e 2p
2,2 2x ;r v +222
. Ty Yyt + 2% TY + Yz + 2x o .
Apoi, = (vy +yz + 2x) - ———— — 2xyz este numar intreg. ... 1
' x+4y+f 4 iy ) 2x+2y+22 2y2 2,2 4 ,2.2 " v
in concluzie, Ayt (a2 + 42 + 22) Ay, Ty Ay e
r+y+z r+y+z r+y+z



Problema 3. Determinati numerele naturale nenule a, b si c care verifica simultan conditiile:
(i) (a® + %) (c® +2023%) = (ab+ 2023c)*;

(i) (a® +20232) (b2 + ) = (2023a + be)*;

(iii) cel mai mare divizor comun al numerelor a, b, ¢ si 2023 este egal cu 1.

Solutie. Scadem membru cu membru egalitatile (i) si (ii) si obtinem, prin calcul direct, ca
(a2 — 02) (b2 — 20232) =0. Cum a,b,c € N*, deducem cda a =csau b=2023. .............. 3p

Dacd a = ¢, din (i) rezultd (a® — 2023())2 =0, deci a® = 2023b = 7-17% - b. Asadar 7 | b si
7| a = ¢, prin urmare cel mai mare divizor comun al numerelor a, b, ¢ si 2023 este cel putin egal
cu 7, in contradictie cu (). ..ot 2p

Dacé b = 2023, din (i) rezulta ¢ (ac — 20232)2 =0, deci ac = 2023%2 = 72 - 174

Tinand cont de (iii), deducem ca a si ¢ sunt prime intre ele si obtinem solutiile:

(a,b,c) € {(1,2023,2023%) , (72,2023,17%) , (17,2023, 77) , (2023%,2023,1)} . ........... 2p

/Eroblﬁ@ 4. Se considerd un tetraedru ABCD in care BAC + CAD + DAB = 180°,
ABC = DAB, iar proiectia varfului D pe planul (ABC') este ortocentrul triunghiului ABC'.
Demonstrati ca AB = AC si DB = DC.

Solutie. Fie BE si C'F inaltimile din B, respectiv C ale tri-
unghiului ABC, iar H punctul lor de intersectie.

Din teorema celor trei perpendiculare, obtinem ca DE 1 AC
SIDF L AB. 1p

Desfasuram tetraedrul in planul (ABC'). Notam cu Dy pozitia
in care ajunge varful D al triunghiului DAB si cu Dy pozitia in

care ajunge varful D al triunghiului DAC. ................... 1p
Perpendicularitatile DE 1 AC si DF 1 AB se mentin si pe desfasurare. Deducem ca, pe

desfasurare, punctele Dy, F' si C, respectiv Dy, E si B sunt coliniare. ..................... 1p
Din BAC + CAD + DAB = 180° rezulta ca punctele D1, A si Dy sunt coliniare; evident ca
A este mijlocul segmentului D1 Da. ... 1p

Deoarece ABC = ﬁ@, dreptele D1 D si BC' sunt paralele, asadar patrulaterul D D;CB
este un trapez, ale carui diagonale se intersecteaza in H. Dreapta AH trece prin mijlocul bazei
mari, deci contine si mijlocul bazei mici BC. Dar AH este inaltime a triunghiului ABC'. Fiind

si mediana, urmeaza ca triunghiul ABC este isoscel, cu AB=AC . ....................... 2p
Dreapta AH este mediatoarea comuna a bazelor trapezului Dy D2C B, asadar acesta este un
trapez isoscel. Astfel, D1B = DoC, deci DB = DC. ... ... i 1p

Solutie alternativa. Din BAC + CAD + DAB = 180°,
ABC = DAB si BAC + ABC + ACB = 180° rezulti ca
CAD=ACB ... 1p

Fie H ortocentrul triunghiului ABC, BE, CF si AG
inaltimile triunghiului ABC. Din teorema celor trei perpen-

diculare rezulta DE 1 AC, DF L ABsi DG L BC....... 1p
Triunghiurile ABG si DAF' sunt asemenea, asadar avem

AG—DFd i AG-AD = DF - AB 1

15— ap ded = e p




AG DE

Triunghiurile ACG si DAE sunt asemenea, deci adica AG-AD =DE - AC. ..1p

AC T AD’
Asadar DF - AB = DE - AC, deci AABD = AACD -« vnvniii i 1p
Din AG L BC si DG L BC rezulta BC L (ADG) = BC L AD. Daca BI 1 AD cu
I € AD; atunci AD L (BIC). ..o e 1p

Rezultda ca CI L AD, deci Aapp = Aacp < BI = CI, de unde deducem c& triunghiurile
AIB si AIC sunt congruente, deci AB = AC. Analog deducem ca triunghiurile DIB si DIC
sunt congruente, deci DB = DC. ... 1p



Societatea de Stiinte Matematice

B MINISTERUL EDUCATIEI . nie
\ din Romania

Olimpiada Nationala de Matematica
Etapa Judeteana/a Sectoarelor Municipiului Bucuresti, 2023
CLASA a IX-a

Problema 1. Fie triunghiul ABC.
a) Aratati ca bisectoarea interioara a unghiului A si bisectoarele exterioare ale unghiu-
rilor B si C se intersecteaza intr-un punct /4.

b) Notam cu M, N siP proiect\iile punctului 74 pe dreptele AC, BC respectiv AB.
Aratati ca, daca I WM + I14,P = I4N , atunci triunghiul ABC' este echilateral.
Gazeta Matematica

Problema 2. a) Rezolvati in multimea numerelor reale ecuatia
[2]? — 2 = —0,99.

b) Aritati cd, pentru orice a < —1, ecuatia [z]*> — x = a nu are solutii reale.

Problema 3. Daca z,y, z sunt numere pozitive cu z + y + z = 1, aratati ca:

a)
Poy: (1-y(-2)

1— — :

2+ 2+

2> —yz oy —zx 22—uay
»»+r Yty 2Ptz

Problema 4. Determinati functiile strict crescatoare f : N — N care au proprietatea:

numarul f(z) - f(y) divide numarul (1 + 2z) - f(y) + (1 + 2y) - f(x),

pentru orice numere naturale x si y.

Timp de lucru 3 ore. Se adauga 30 minute pentru intrebari
Fiecare problema este notata cu 7 puncte.



Societatea de Stiinte Matematice

8 MINISTERUL EDUCATIEI . -
din Romania

Olimpiada Nationald de Matematica
Etapa Judeteana/a Sectoarelor Municipiului Bucuresti, 2023
CLASA a IX-a — solutii

Problema 1. Fie triunghiul ABC.

a) Aratati ca bisectoarea interioara a unghiului A si bisectoarele exterioare ale unghiurilor
B si C se intersecteaza intr-un punct /4.

b) Notam cu M, N si P proiectiile punctului /4 pe dreptele AC, BC respectiv AB. Aratati
ca, daca I4M + 1 AP =1 AN , atunci triunghiul ABC' este echilateral.

Gazeta Matematica

Solutie. a) Daca I4 este punctul de intersectie al bisectoarelor exterioare ale unghiurilor B si
C, atunci 4 se afla in interiorul unghiului A si este egal departat de laturile AB si BC respectiv
de BC si AC. Prin tranzitivitate, I4 este egal departat de laturile AB si AC' ale unghiului A,
este interior unghiului A, deci se afla pe bisectoarea interioara a unghiului A.

........................................................................................ 2p

b) Din conditia I4 M + IAP = IAN deducem ca patrulaterul 74M N P este paralelogram. De
asemenea din punctul a) avem cad Iy4M = [y N = [4 P, deci I4M N P este romb iar triunghiurile
I4NP si IyMN sunt echilaterale.

Pe de alta parte, B este unghi exterior patrulaterului inscriptibil /4PBN deci 4B =
LPI4N = 60° si C este unghi exterior patrulaterului inscriptibil J4MCN deci £C' = LMIyN =
60°. Astfel, triunghiul ABC are toate unghiurile de 60°, deci este echilateral.

........................................................................................ 2p
Problema 2. a) Rezolvati in multimea numerelor reale ecuatia
[z]? — z = —0,99.

b) Aritati ca, pentru orice a < —1, ecuatia [z]> — x = a nu are solutii reale.

Solutie.

a) Ecuatia se scrie echivalent [z]? — [z] = {} — 0,99, prin urmare {z} — 0,99 € Z.

........................................................................................ 1p

Cum 0 < {z} < 1 deducem ca —0,99 < {z} — 0,99 < 0,01 de unde {z} — 0,99 = 0 deci
() = 0,00 1p

De asemenea, din [z]? — [z] = 0 deducem c& [z] = 0 sau [z] = 1 deci = € {0,99; 1,99}.

........................................................................................ 1p

b) Ecuatia se scrie echivalent [x]? —[z] = {2} +a. Presupunem, prin absurd, ci exista a < —1
pentru care ecuatia are solutii reale. Atunci, cum {z} < 1, avem [z]? — [] = {z} + a < 0.



Problema 3. Daca z,y, z sunt numere pozitive cu  + y + 2z = 1, aratati ca

2)
Catoyr (l—y(l—2)

1 _
2+ 2+z

2 _ 2 _ 2 _
T —yz Y —zx oz :1:y<0‘

2 +z Y2 +y 24z =

2

- 1—y— 1—y)(1—

Solutie. a)l—x vz _THyr Yy Z—i—yz:( y)( Z)'
’ 2?+x 2?4 2+ 22+ 7

b) Folosind a), inegalitatea se rescrie

A-yd-2 (A-20-2) (Q-2)0-y) .
x(z+1) yly+1) 2(z4+1)  ~

adica

(z+2)(x+y) (y +2)(y + =) (z+y)(z+z)
z(x+2)+(@+y)] ylly+2)+y+2)] z2Ez+y)+(E+2)]

Aplicand inegalitatea dintre media aritmetica si media armonica deducem

(z+2)(z+y) (y+2)(y + ) (z+y)(z+=)
zfz+2)+(@+y)] ylly+2)++a)] zE+y) +(E+z)]

9 9
L e s
r+y x+z yYy+z Yy+x z+y z+zx

Varianta solutie b). Folosind a), inegalitatea se rescrie

L e e R ) L

r—z Y-y

si inegalitatea este demonstrata.



Problema 4. Determinati functiile strict crescatoare f : N — N care au proprietatea:
numarul f(x) - f(y) divide numarul (14 2z) - f(y) + (1 + 2y) - f(x),

pentru orice numere naturale x si y.

Solutie. a) Pentru x =y = 0 deducem f2(0) | 2f(0), de unde f(0) € {0,1,2}. .......... 1p
Daca f(0) =0, pentruy = 0 avem 0 | f(x),Vx € N, deci f(z) = 0,Vz € N, ceea ce contrazice
faptul ca f este strict CresCatoare. ............c..oiiiiiii e 1p
Daca f(0) =1, pentru y = 0, avem f(x) | (2z + 1) + f(z),Vx € N, prin urmare f(x) | 2z +
LV € N e 1p

Presupunand ca f(k) = 2k + 1, pentru un k natural oarecare, avem f(k + 1) | 2k + 3, si cum
f(k+1)> f(k) =2k +1 obtinem f(k+ 1) =2k + 3, adica f(z) =2z +1,Vx € N.

........................................................................................ 1p
Daca f(0) = 2, pentru y = 0, avem 2f(z) | 2(2x + 1) + f(x),Vz € N, prin urmare
22z +1)+ f(x) 2x+1 1
= 4+ - €NV € No 1p
2f(x) flx) 2
- o 2k +3 1 )
Presupunéand ca f(k) = 4k + 2, pentru un k natural oarecare, avem m + 3 € N si cum
2k+3 1 2k+3 1 2k+3 1
k+1 k) = 4k + 2 obti — - < —— 4+ = <2 Astfel ——+-=1
f(k+1) > f(k) + O’memo<f(k:—|—1)+2<4k:+2+2_ Sef(k+1)+2 ;
prin urmare f(k+1) =4k +6, adica f(x) =4 +2,Ve e N. ... oo 1p
Ambele functii verifica proprietatea din enunt. ......... ... ... . oL 1p

Nota. Pentru omiterea cazului f(0) = 0 se scade un punct.
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CLASA a X-a

Problema 1. Determinati toate solutiile reale ale ecuatiei
| AL
2770+ 2vE =3,
Supliment Gazeta Matematica

Problema 2. Pe arcul mic AB al cercului circumscris triunghiului echilateral ABC
se considera punctul N astfel incat masura arcului NB este 30°. Din punctul N se duc
perpendiculare pe latura AC, respectiv AB. Acestea intersecteaza a doua oara cercul
circumscris triunghiului ABC in punctele M, respectiv 1.

a) Demonstrati ca triunghiul /M N este echilateral.

b) Daca Hi, Hs si Hj reprezinta ortocentrele triunghiurilor NAB, IBC, respectiv
CAM, demonstrati ca triunghiul Hy HyH3 este echilateral.

Problema 3. Fie n € N, n > 2. Determinati toate numerele z € C pentru care:

Zn—l—l_zn‘ Z ‘Zn—l—l_]_}_’_ ‘Zn—i_l—Z{.

Problema 4. Determinati toate functiile f : R — R pentru care:

flef(x)+ f(y) = F(f(@?) +,

oricare ar i z,y € R.

Timp de lucru 3 ore. Se adauga 30 minute pentru intrebari
Fiecare problema este notata cu 7 puncte.
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CLASA a X-a — solutii

Problema 1. Determinati toate solutiile reale ale ecuatiei
1 L
277 4 2vE =3,

Supliment Gazeta Matematicd

B
Solutie. Observam ca x > 0. Ecuatia initiala este echivalenta cu 242 - 2v==6. Conform
inegalitatii mediilor obtinem:

Bl 1 3 U ;(m+L)
2" +2vVe £ 2VE >3-\ 2%.2Ve . 2Ve =3 .23 Vi)

Pentru orice T > 0. . oot 2p
1

Dar%(x—k%) >3 x-ﬁ~ﬁ:1, care conduce la 2% +2-2ve > 6. .............. ... 2p

Asadar, avem nevoie de egalitate peste tot. Egalitatea In ambele cazuri se obtine cand

T = %, adica x = 1, aceasta fiind unica solutie a acestei ecuatii. .......................... 3p

Nota: Nu se va acorda mai mult de 1 punct pentru simpla enuntare a faptului ca doar
x = 1 este solutie.

Problema 2. Pe arcul mic AB al cercului circumscris triunghiului echilateral ABC' se con-
sidera punctul N astfel incat masura arcului N B este 30°. Din punctul /N se duc perpendiculare
pe latura AC, respectiv AB. Acestea intersecteaza a doua oard cercul circumscris triunghiului
ABC in punctele M, respectiv I.

a) Demonstrati ca triunghiul IM N este echilateral.

b) Daca Hy, Hy si H3 reprezinta ortocentrele triunghiurilor NAB, IBC, respectiv CAM,
demonstrati ca triunghiul HyHyH3 este echilateral.

Solutie. a) Fie O centrul cercului circumscris triunghiului ABC. Fara a pierde generali-
tatea, putem presupune ci O(0), iar varfurile triunghiului ABC sunt A(1), B(e) si C(¢2), unde
ez—%+i§. Deoarece masura arcului NB este de 30°, avem AO 1 ON, deci N va avea afixul
i. Din conditia NI 1 AB rezulta ca exista a € R* astfel incat:

i—zg 3 V3

==z =1— -l — —«
1—c¢ 2 2

unde z7 este afixul punctului I. Din conditia |z7| = 1 obtinem « = 1, adica I este de afix ic. In

mod analog, din M N | AC obtinem ci M este de afix ic?, de unde rezulta ca triunghiul 7M N

este echilateral. .. ... ... 3p
b) Din relatia lui Sylvester avem ca afixele ortocentrelor sunt date de zp, = z4 + 2y + 25 =

i+1+e 2y, =z2p+zy+zc=c+icte? =ezpy, sizy, =20+21+24 =2 +ic2+1=¢e%2y,,

de unde rezulta ca triunghiul Hy HsHj3 este echilateral. .......... ... ... ... ... ... 4p
Nota: Orice solutie in care nu se folosesc numere complexe se puncteaza echivalent.



Problema 3. Fie n € N, n > 2. Determinati toate numerele z € C pentru care:

’zn+1 _ Zn‘ > ’ZnJrl _ 1| + ‘ZnJrl . Z‘.

Solutie. Observam ca z = 1 e solutie si z = 0 nu este solutie. Presupunem in continuare ca
z € C\ {0,1}. Inmultind inegalitatea din ipoteza cu IZ\% si, notand % = w, obtinem:

1—w > 1 —w"+[1—w" > |1 —w") = (1—w")| = w1 -w],

ceea ce conduce la concluzia |w| < 1. ... 2p
Atunci avem |1 — w" ™| +[1 —w"| > |1 —w" ™| +|w[[1 —w"| > |1 —w" —w (1 —w")| =
|1 — w|. Ipoteza conduce la |w| =11 [1 —w| = |1 — w"“! + |1 — w"|. De asemenea, exista

s>0cul—w'tl =5 (w"Jrl — w) . Prin conjugare obtinem 1— ﬁ =s (# — %) , echivalent

cuw™™ —1=s(1 —w"). Adundm cele doud relatii si obtinem s (w" ™ — w" — w + 1) =0, adica
SW™ = 1) (W= 1) = 00 et 3p

Dacd w™ — 1 = 0, deducem ci w € U,\ {1}, iar daci s = 0, obtinem w"*! = 1, deci
w € Upy1\ {1}. Tinand cont de notatiile si observatiile initiale, deducem ca multimea solutiilor
inecuatiei din enunt este U, U U,+1, unde U, reprezinta multimea radacinilor de ordin n ale
UIIEALIE. .o 2p

Nota: Nu se acorda mai mult de 1 punct pentru simpla enuntare fara justificare a solutiilor.
Problema 4. Determinati functiile f : R — R pentru care:
f@f(@) + fW) = f(f@*) +y, o,y eR.

Solutie. Pentru = 0 obtinem f(f(y)) = f(f(0)) + y, pentru orice y € R, adica functia f

ESte IO VA, . 1p
Apoi pentru y = 0 avem f(zf(x) + £(0)) = f(f(2?)), Vz € R, ceea ce, din injectivitatea lui
f,conduce la zf(x) + f(0) = f(22), V2 ER. oottt 1p
Pentru = 1 in ultima relatie avem f(0) = 0, de unde ultima relatie este echivalenta cu
zf(z) = f(2?), Vo € R, iar prima relatie devine f(f(x)) =2, Vo €R. ...... ..., 1p

Trecind z — f(z) in relatia de mai sus, obtinem f(f(x)?) = f(f(z))f(x) = zf(x) = f(z?),
de unde, folosind injectivitatea lui f, obtinem f(z)? = 22, adicd pentru orice * € R avem

Fl@) =@ 8au f(T) = =@ oo 1p
Daca prin absurd ar exista o pereche (z,y) € R* x R* astfel incat f(z) = z si f(y) = —y,

3

atunci am avea in relatia din enunt f(2?—y) = 22 +y, adici 22 —y = 2? +ysau 2? —y = —z% —y,
ceea ce conduce la y = 0 sau z = 0, adica o contradictie. ................ ... ... ..o 2p
Asadar, functiile cautate sunt f =1Igp si f=—Ir. ... 1p

Nota: Primul punct din barem se acorda pentu orice modalitate alternativa de a demonstra
ca f este injectiva.
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Problema 1. Determinati functiile continue f : R — R pentru care f(1) = e si
flz+y)=e3. f(x)- f(y), pentru orice z,y € R.
Gazeta Matematica

Problema 2. Fie matricele inversabile A, B € M,,(R), astfel ca matricea A+ B~! s&
fie inversabili, cu (A4 B1)™" = A~! + B. Aritati c& det(AB) = 1. Rdmane adevirata
concluzia iIn My(C)?

Problema 3. Fie a,b € R, cu a < b. Presupunem ca f : [a,b] — [a,b] este o functie
continua, cu proprietatea ca exista c,d € (a,b) astfel incat f(c) = a si f(d) = b. Aratati
ca functia f o f : [a,b] — [a,b] are cel putin trei puncte fixe. (zg € D se numeste punct
fix al functiei ¢ : D — D daca ¢(zg) = xo.)

Problema 4. Fie matricele A, B € M3(C), cu proprietatea cd 4> = B% = O;.
Demonstrati ca AB = BA implica AB = O3. Aratati ca implicatia reciproca este falsa.

Timp de lucru 3 ore. Se adauga 30 minute pentru intrebari
Fiecare problema este notata cu 7 puncte.
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Problema 1. Determinati functiile continue f : R — R pentru care f(1) = e gi
flx+y)=e3 - f(z)- f(y), pentru orice x,y € R.
Gazeta Matematica

Solutie. Fie f : R — R o functie care satisface conditiile din enunt. Daca exista a € R astfel
incat f(a) = 0 atunci f(z) = f(a+ (z — a)) = @D f(a) f(x —a) = 0, V2 € R. Contradictie.

Apoi f(z) = 377/ f2 (/2) >0, Vo € R. Rezulta f(z) >0, Vo e R...............oooLL. 1p
Prin logaritmarea relatiei din enunt, obtinem In f(x + y) = 32y + In f(z) + In f(y), Vz,y € R,
3(x + y)? 322 3y2
de unde lnf(x—ky)—T = lnf(m)—T + |In f(y) — - | Ve,yeRo...o... .. 2p
Definim functia g : R -+ R, g(z) = In f(x) — ——. Din relatia anterioara rezulta ca functia g
satisface ecuatia functionald Cauchy g(x +y) = g(x) + g(y), Vo, y e R, 1p
Cum f este continud, g este continua. Rezulta g(z) = g(1)x = (In f(1) — 2) r=——,VeelR
............................................................................................ 2p
: 322 x . a(3r-1) _
Atunci In f(z) — - = g Vz € R, de unde obtinem f(x) =e 2 , Vo € R. Reciproc,
aceasta functie satisface conditiile din enunt ......... ... .. 1p

Solutie alternativa. Fie f : R — R o functie care satisface conditiile din enunt. Atunci
()= f(1)f(0), deunde f(O) = 1 ..o 1p

—1
Pentru orice n € N, avem f(n) =e~ 2 (demonstratie prin inductie) ..................... 1p

Pentru n € N, avem 1 = £(0) = =" f(n)f(—n), de unde obtinem f(—n)=¢" 2z

n(3n—1)
Deducem f(n) =€ 2 VR € Z .o 1p
3n(n—1)z2
Pentru orice © € R si orice n € N, avem f(nz) =e 2 f"(z) (demonstratie prin inductie
dupa n € N, pentru 2 € R, arbitrar) . ......o.ou i 1p

. m X . m(3m=1) m M&Z m
Fier=— € Q,cum € Zsin € N*. Atuncie 2 :f(m):f(n-f>=6 2 "an<*>'
n

Cum f(z) = 63“2/4]“2 (x/2) >0, Yz € R, obtinem

1 m@Bm—1) 3m3(n—1)

oy = g () = o (E )

n
............................................................................................ 2p
Fie z € R\ Q. Exista un sir (r,)nen de numere rationale cu lim r, = z. Din continuitatea
n—oo

s e v . . rn (3rn—1) z(3z—1)

functiei f, rezulta f(x) = lim f(r,) = lim e 2 =e 2
n—oo n—oo
. o . . . . z(Bz—1) .
Prin urmare, daca functia f satisface ipoteza, atunci f(x) = e 2z , Yz € R. Reciproc,

aceasta functie satisface conditiile din enunt ........ ... ... 1p



Problema 2. Fie matricele inversabile A, B € M, (R), astfel ca matricea A+ B™! sd fie
inversabild, cu (A + B_l)_1 = A~'+ B. Ardtati cd det(AB) = 1. Ramdane adevdratd concluzia
in My(C)?

Solutie. Din ipoteza, obtinem I, = (A + Bil) (Afl + B) =21, + AB + B~ 'A~!. Rezulti

AB 4 (AB) Iy = On oo 2p
Notaim C = AB. Avem C+C ' 41, =0,,5a0C?+C+ 1, =0p ..o, 1p
inmul*gind relatia de mai sus cu C — I, obtinem C?® — I, = O,,, deci C3 =1I,,................ 1p
Atunci (det C)3 = 1. Cum det C € R, giisim det C' = 1. Prin urmare, det(AB) =1......... 1p

Concluzia det(AB) = 1 nu ramane adevarata in Ms(C). De exemplu, alegem matricele in-
versabile A = I, si B = eIy, unde ¢ € C, 2 +e+1 = 0. Avem (A+B_1) (A_1 +B) =
(I1+e?)(I+e)la=1I, dar det(AB) =2 2 1. ..ot 2p

Problema 3. Fie a,b € R, cu a < b. Presupunem ca f : [a,b] — [a,b] este o functie
continud, cu proprietatea cd existd c¢,d € (a,b) astfel incat f(c) = a si f(d) = b. Ardtati ca
functia f o f : [a,b] — [a,b] are cel putin trei puncte fire. (rg € D se numeste punct fix al
functiei p : D — D daca ¢(x0) = g.)

Solutie. Consideram functiile g, h : [a,b] — R definite prin g(z) = f(z) — x si respectiv
h(z) = (f o f)(x) — z, pentru oricare = € [a,b]. Functiile f, g si h sunt continue pe [a, b], deci
au proprietatea lui Darboux pe [a,b] .. ..o 1p
Distingem douéa cazuri.

l)a<e<d<b.

Avem g(a) = f(a) —a >0, g(c) =a—c <0, g(d) =b—d>05sigb) = f(b)—b<0. Atunci
exista punctele x; € [a,c), x2 € (¢,d) §i x3 € (d, b] astfel incat g(z1) = g(z2) = g(z3) = 0, cu
r1 < 9 < x3. Rezulta ca f are cel putin trei puncte fixe, deci si f o f are cel putin trei puncte

2)a<d<c<hb.
Din g(d) = b—d > 0 i g(c¢) = a — ¢ < 0 rezulta ca exista za € (d,c) astfel incat g(xz) = 0.
Atunci f(x2) = zo, de unde (f o f)(22) = T evnen it 1p
Avem ¢ € (z2,b) = (f(x2), f(d)). Atunci existda a € (d,z2) astfel ca f(a) = c. Rezulta
ha) = f(f(a)) —a= f(c) —a=a—a < 0. Dar h(a) = f(f(a)) —a > 0. Deducem ca exista
x1 € la,a) astfel ca h(x1) =0, deci (f o f)(z1) = z1. Avem d € (a,z2) = (f(c), f(z2)). Atunci
exista 8 € (xg,c) astfel ca f(8) = d. Obtinem h(5) = f(f(B))—p = f(d)— 5 =b— > 0. Apoi
h(b) = f(f(b)) —b < 0. Deducem ca exista z3 € (3, b] astfel ca h(x3) =0, deci (f o f)(x3) = 3.
Cum 1 < a < 3 < 8 < x3, rezulta ca f o f are cel putin trei puncte fixe.................. 2p

Problema 4. Fie matricele A, B € M3(C), cu proprietatea cd A> = B> = O3. Demonstrati
ca AB = BA implica AB = Os. Aratati ca implicatia reciprocd este falsa.

Solutie. Presupunem AB = BA.

Atunci (A + B)? = 2AB. Rezulta (A+ B)3 =2AB(A+ B) = 242B+2AB?> =03. ........ 2p
Apoi, (A + B)(A — B) = A% — B? = Os. Din inegalitatea lui Sylvester pentru ranguri, obtinem
rang(A + B) + rang(A — B) < 3. Astfel, rang(A+ B) <lsaurang(A—B)<1l............ 1p
Presupunem rang(A + B) < 1.

Daca rang(A + B) =0, deci A+ B =03, atunci AB=—-A2=03 ............ccooeiiinn... 1p



Daca rang(A + B) = 1, atunci exista doua matrice nenule, C' € M3 1(C) si D € M 3(C), astfel
incat A+ B = CD. Rezultad (A+ B)? = (CD)(CD) = C(DC)D = Tr(A+ B)(A+ B). Obtinem
O3 = (A+ B)3 = Tr(A + B)(A + B)%. Daca Tr(A + B) # 0 atunci (A + B)? = Oj, iar daca
Tr(A + B) = 0 atunci din (A + B)? = Tr(A + B)(A + B) obtinem de asemenea (A + B)? = Os.

Rezultad AB = O3 ..o 1p
Cazul rang(A — B) < 1 se trateaza analog, pe baza relatiilor (A— B)? = —2AB i (A— B)3 = Os.
............................................................................................ 1p
0 00 010
Contraexemplu pentru implicatia reciproca. Fie A = 0 01 si B = 0 00
0 00 0 00
Avem A2 = B2 = AB =03,dar AB # BA . ... .. 1p
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CLASA a XII-a

Problema 1. Fie f : [—g, %} — R o functie de doua ori derivabila cu proprietatea ca

(f"(z) = f(x)) tg(x) +2- f'(x) > 1, pentru orice x € (—g, g) .

Aratati ca

(VB

f(z)-sin(x)de > m—2.

Gazeta Matematica

Problema 2. Fie (G,-) un grup cu elementul neutru e, iar H si K doua subgrupuri
proprii ale lui G, cu proprietatea ca H N K = {e} si ca (G \ (H U K)) U {e} este parte
stabild in raport cu operatia din G. Aritati ca x® = e pentru orice r € G.

Problema 3. Fie f:[0,1] — R o functie continua.

a) Aratati ca
1

lim [ f(z")dz = f(0).

n—oo 0

b) Daca f(0) =0 si f este derivabila la dreapta in 0, aratati ca limitele

Y A Y O Ty

exista, sunt finite si egale.

Problema 4. Pe multimea A = [0,00) a numerelor reale nenegative se considera trei
functii f,g,h : A —> A si operatia binara * : A x A — A, definita prin

zxy = f(x)+g(y) + h(z) - |z —y|, pentru orice z,y > 0.

Daca (A, *) este un monoid comutativ,
a) aratati ca functia h este continua pe A;
b) determinati functiile f, g, h.

Timp de lucru 8 ore. Se adauga 30 minute pentru intrebari
Fiecare problema este notata cu 7 puncte.
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CLASA a XII-a — solutii

Problema 1. Fie f: [—%, g] — R o functie de doua ori derivabila cu proprietatea ca

(f"(z) — f(z) - tg(x) +2- f(z) > 1, pentru orice z € (—g, g) .

Aratati ca

WP

f(z) -sin(z)de > 7 — 2.

Gazeta Matematicd

Solutie. Deoarece cos(x) > 0 pentru orice z € (—g, %), inegalitatea din ipoteza se transcrie
echivalent

(f"(x) — f(x)) -sin(z) + 2 f'(x) - cos(z) > cos(x), pentru orice x € (—g, g) ,
............................................................................................ 1p
sau, g"(z) > 0,V € (=%,%), unde g : [-3,5] — R este functia definitd prin
g(z) = f(z)-sin(z) + cos(x), Vo € [=5, 5], oo 2p
Prin urmare, functia g este convexa, astfel ca

9(x) + 9(=) >g(0)=1, pentru orice x € [—E, z} .
2 2°2
............................................................................................ 1p

Deoarece [ fa h(z)dx = ffa h(—z) dx are loc pentru orice functie integrabila si orice a > 0, avem

/gg(x)dm—/ngxZ/gldx—ﬂ

Problema 2. Fie (G,-) un grup cu elementul neutru e, iar H si K doud subgrupuri proprii ale
lui G, cu proprietatea ca H N K = {e} sica (G\ (H UK)) U {e} este parte stabila in raport cu
operatia din G. Aritati cd 2% = e pentru orice = € G.

Solutie. Fie L = (G'\ (HU K)) U {e}. Deoarece x € HU K <= z~! € HU K, rezulti ci
r €L += 2! € L, astfel cad L este un subgrup propriual lni G ........................... 1p
Inplus, LNH=LNK=HNK={e}, .o 1p
G = HU K U L si rezulta ca pentru orice permutare {A, B,C} = {H, K, L}, dacd a € A\ {e} si
be B\ {e},atunci ab € C\{e}. ..o 2p



Atunci, in aceleasi conditii ca mai sus, a?b = a(ab) € B\ {e}, astfel cd a®> € AN B = {e}. ..1p
Prin urmare, 72 = e pentru orice © € G\ {€}. .« ..o\t 1p
Cum e? = e, rezulti cad 22 = e pentru orice & € G. ... oo ii i 1p

Problema 3. Fie f:[0,1] — R o functie continua.
a) Aratati ca

Jm [ ' fa)dr = 1(0).

b) Daca f(0) =0 si f este derivabild la dreapta in 0, aratati ca limitele

1 1
;l_r}r(l)/a fi;r)dac si nlg]go (n/o f(z™) dac)

exista, sunt finite si egale.

Solutie. a) Din continuitatea functiei f rezulta ca f este marginita, cu Im(f) C [-M, M], unde
M > 1, pentru orice € > 0 exista § > 0, astfel incat | f(z) — f(0)] < §, Vz € [0,4], s pentru orice
r €[0,1 — 45;] exista ng € N* astfel incat 2™ € [0,6],Vn > ng. Atunci

") de — f( ‘/If 7(0) o =

:/01—5\4|f(m”)—f(0)|dx+/118|f(x") ()Idx<2<1_L)+7 oM <<

aM 4M
4M
pentru orice n > ng. Rezulta ca
1
lim f(x")dx = f(0)

n—oo 0
............................................................................................ 2p
b) Deoarece f este derivabila in 0, functia g : [0, 1] — R definita prin

(@) dacd = > 0
= xX ’ ?
9(x) { f(0) , daca z =0,
ESEE COMBIMUAL .« . oottt ettt it e e e e et e e e e et e e e 1p
Fie G o primitiva a sa. Atunci
1 1
/ J@) 4 = / o(z) dz = G(1) — G(e),
&€ x &€
si
1
im [ L% 4r — 1) - 60
e—0 J, x
............................................................................................ 2p



:x-G@%u—ZTG@%dx:GQ)—[fG@ﬂdm

Conform punctului a) rezulta atunci ca

nm<mévumm>:mn—qm

n—oo
si afirmatia din enunt este demonstrata. ........... ... ... . o i 2p
Problema 4. Pe multimea A = [0,00) a numerelor reale nenegative se considera trei functii

fig,h: A — A si operatia binara * : A x A — A, definita prin
xxy = f(x)+gy) +h(z)- |z —1yl, pentru orice x,y > 0.

Daca (A, *) este un monoid comutativ,
a) aratati ca functia h este continua pe A;
b) determinati functiile f, g, h.

Solutie. a) Fie e elementul neutru al monoidului (A, ). Atunci

f(0)+g(e)+h(0)-e=0%xe=0 si fle)+g(0)+h(e)-e=ex0=0,

Atunci 0 % z = z si « * 0 = x pentru orice z > 0, de unde obtinem ca

f(0)+g(x) +h(0) =z ==z, si. f(x)+9(0)+h(z) ==z,

3

astfel ca f(x) = z(1 — h(z)) si g(x) = z(1 — h(0)) pentru orice x > 0. Cum f(z),g(x) > 0,
rezultd ca h(x) € [0, 1], V2 > 0. oo 1p
Avem atunci ca

xxy=x+y—x-h(zx)—y-h(0)+h(x) |z—y|, Vz,y>D0.

9

Din comutativitatea operatiei ” * ” rezulta atunci ca

ah(z) —yh(y) = h(0)(x —y) + (h(x) = h(y)) - [z —y|, Va,y =0.

........................................................................................... 1p

Cum h este marginita, rezultd ca lim zh(x) = yh(y) pentru orice y > 0, astfel ca functia
T—Y

p:A— A, p(x) = zh(x), este continua. Dar atunci h este continua pe (0,00). ............ 1p

De asemenea, pentru orice y > 0 avem ca

o 20 =PW) o

T—Y T —y

astfel ca existd a = h(0) si b > 0 astfel incat p(y) = ay +b = h(0)y + b, Yy > 0. Atunci
b= 1irr(1)p(y) = p(0) = 0. Dar atunci yh(y) = p(y) = yh(0) pentru orice y > 0 si rezulta ca
Yy—

3



h(y) = h(0), Vy > 0. Functia h este deci constanta, deci continua........................... 1p
b) Fie k = h(0). Atunci h(x) =k si f(z) = g(z) = z(1 — k), pentru orice x > 0, si
zxy=(r+y)(l—Fk)+klz—y|,Vr,y > 0. Atunci (1%1)*2=1x%(1%2) = k(4dk —2) =0,
astfel e k € {0, 4. o i 1p
Pentru k=0avemca f=g=idasizxy=x+vy, Vz,y > 0.

Pentru k = § avem ci f(z) = g(z) = 2,Vz > 0siz*y = L‘gy + |x§y| = max(z,y), Vz,y > 0
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