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Concursul National de Matematica Aplicata ,,Adolf Haimovici”
Etapa judeteana
08 martie 2025
Clasa a IX—a — Sectiunea H2 — Profil real, specializarea stiinte ale naturii

Barem de notare si evaluare
Subiectul 1
Demonstrati ca % + ;L/ > Xi’y pentru orice X, Y € (0,+oo). Cdnd are loc egalitatea?
Demonstrati cd daca a,b,C sunt lungimile laturilor unui triunghi atunci 2(%+%+1j <

=Pp—a " pb pc
unde p= a+b+c )

Determinati natura unui triunghi cu laturile de lungime @,b,C stiind ca + 1 + L :£+E+1.
b+c-a a+c-b a+b-c a b ¢

Solutie:

Inegalitatea este echivalentd cu (x+y)224x-y sau (X—y)ZZO,VX,ye(O,+oo) ....................................... 2p

Egalitatea are 10C PENIIU X = ¥ .ottt e ersersee e e e LD
1 1 4 4

Conform a) avem + > = — si analoagele Ip
p—a p-b 2p-a-b c’

De unde prin insumare :>i+i 122(1+1+1)1p

p—a p-b p-c abec
Egalitatea are loc pentru triunghi echilateral.
1 1 .
stanaloagele........o.ovuiiniii i Ip

b+c—a a+tb+c—2a 2p-2a

1 1 1 .
Conditia devine 2(1+1+1j = + + conform a) si b) obtinemp —a=p-b=p-c deci
abc/ p-a p-b p-=c

trUNGNIUL €StE ECNIIALETAL.... ... evieeeeeie ettt et eenas 1p

Subiectul 2

*
O multime A C N cu N elemente este perfecti daci suma elementelor sale, este egald cu patratul numdrului de

elemente.
a) Determinati multimile perfecte cu trei elemente.
b) Ardtati ca orice multime perfectd contine cel putin un numdr impar.
C) Dacd multimea A este perfecta si are n elemente, numere naturale consecutive, ardtati ca N este impar.

Solutie:
A={a,b,c},a,b,c EN*, a,b,cdiStincte $1 @+ D + € =9 coccereiirieiieeieesee s 1p

Gasim multimile {1,2,6}, {1,3,5} 81 {2,3,4] coovoiiieiiee et 2p
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b)Presupunem prin reducere la absurd ca exista o multime A = {a4, a,, ..., a, } cu n elemente numere pare
distincte nenule i @y + Gy + 4 Gy = N2 oot 1p

n?=a;+a,++a,=>2+4++2n=n?+n, fals. Presupunerea ficuti este falsi, deci orice

multime perfecta contine cel putin Un NUMAT IMPAT. .....c.veeeveerieerrerieeseeeseesree e seese e e e e sreeseeesseeseeesssessesses 1p
CA={a,a+1,a+2,..,a+(n—1D}LNnEN,QEN s 1p
n?=a,+ay,+-+a, :na+@:>2n= 2a+n—1=>n=2a-1= neste numar impar ....... 1p

Subiectul 3
Fie g (k) = [ﬁ] + [\/EJ + [\/g] .+ [\/E] Ke N unde [a] reprezintd partea intreagd a numarului
real d.

a) Calculati E(50).

b) Determinati cel mai mic numdr natural K pentru care E (k) >500.

C) Rezolvati ecuatia E(n?) = m, unde numerele m si n sunt numere naturale prime intre ele.

Solutie:

&) E(50) = ([VI] + [V2] + [V3]) + ([Va] + [V5] + =+ [VB]) + -+ ([V36] + [V37] + -+ [Va8]) +
[VA9] 4 [VB0] v 2p
E(50)=1-3+254+3-7+4°945 11461347 +7 =217 eoceseeeoeeoeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeereesenee 1p
D)EM? —1)=1-3+2:54+3 7+ 4+ (M =1)(2N0 = 1) ceseereeereeeeeeeees e 1p
E(9% — 1) = 444. Cum 500 — 444 = 56, iar 56:9 = 6,(2) trebuie adunati sapte termeni, in sumd.
Obtinem E(87) = 507, AECH Kppinim = 87 ceeerereiiieienisieit sttt ettt 1p
c) EM»)=1-3+2:5+37++(m-1D2n—-1D)+n=n+201%+22+--+n?)-31+2+
cobn) b= 2n 4 MEDERD g mOHD SIS |t 1p

Obtinem 4n3 — 3n? + 5n = 6m. Rezultd 6m : n si cum numerele m si n sunt numere naturale prime intre

ele, avem 6 : n. Gasim solutiile (m,n) € {(1,1), (5,2), (16,3), (131,6)}. «cceeeerrirrirreirere s 1p

Subiectul 4

In figura urmadtoare este prezentata schematic o retea de drumuri, in linie dreapta, intre localitatile indicate in figura:
A B,C,M,N,Psi Q. Localitatea M este situata ~ pe drumul AC astfel incdt
AM = 40km, MC =80km . Localitatea N este situati pe drumul AB astfel incat AN +3BN =0.
Localitatea P este situatd pe drumul MIN  la egald distanta de localitatile M si N . Localitatea Q este pe drumul
BC , BC = 260 kmastfel incdt punctele A, P,Q sunt coliniare si CQ =k -QB,k > 0.

. 33—

a) Aratafi ca pp =£AC + 2 AB-
6 8

b) Exprimati vectorul AQ in functie de vectorii AB si AC si de constanta K .

¢) Determinati constanta k si lungimea segmentului CQ .
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Solutie:

—_— 1 ,— —_— 1— 33—
AP = Z(AM 4+ AN) = CACH SAB oo 1p

40 = L 4C + - 4B
0) AQ = o2 AC + 2 AB oo 2p

— T . =R — k

) AP, AQ sunt vectori coliniari, rezulti ci AP = a- AQ,a E R=> 2=l ek =2 1p
k+1 6  k+1 8 4

e I (112 oo 1p

QB 4 BC 13
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Concursul National de Matematica Aplicata ,,Adolf Haimovici”
Etapa judeteana
08 martie 2025
Clasa a X —a — Sectiunea H2 - Profil real, specializarea stiinte ale naturii
Barem de notare si evaluare

Subiectul 1

O planetd acoperitd in intregime de apd descrie o rotatie completd in jurul stelei sale intr-un an de 360 de zile.
Temperatura medie a apei de pe planeta in cea de-a n-a zi a anului, exprimata in grade Celsius, este datd de formula

100 . 200-sin(n°
T(n) = T+S;—n(n), unde ne{1,2,3,...,360} .

a) In cdte zile ale unui an este planeta inghetatd, stiind cd apa ingheatd la 0°C ?
b) Care este temperatura medie maximd a apei de pe acea planeta de-a lungul unui an?

Solutie:

a) Conditia 132 + 200+n(n) < O revine lasin(n®) < —% OSSR RTR P RSPR PSP 1p
ne{210, 211, ..., 330}, deci apa este inghetatd timp de 121 de Zile ..o, 3p
b) T (n) este maxima atunci cand sin(n°) = 1. Pentru N =90 obtinem T _ = 100 + % =100°C ... 3p

Subiectul 2
a) Determinati multimea A = {n eN| Jn?+n+15 € Q} .

4
b) Rezolvafi in multimea numerelor reale inecuafia |og 8+ log, 8 < _log, x*
2 2 log,x*—4
Solutie:
a) Vn?+n+15 e Q daci si numai dacd numirul n?+n+15 este un patrat perfect .........ccoeeveeienennnns Ip
2
Observam ca n2<n2+n+15<(n+4) S E N e e 1p

. 2 2.
Rezolvind in  numere naturale ecuatiile n°+n+15= (n +1) , n“+n+15= (n + 2) S

n+n+15= (n + 3)2 , obtinem singura solutie convenabila N =14, prin urmare A= {14} .................. 1p
b) Din conditiile de existenta ale logaritmilor rezulta ca X € (0, +oo) \ {2, 4} ........................................... 1p
Inecuatia din enunt se scrie sub forma 3 3 < P 1p

+ <
log, x—1 log,x—2 log,x—-2
Cu notatia 10g, X =t , avem de rezolvat inecuatia 3 n 3 < 2t Obtinem t & (—o0,1) U (2,+),
t-1 t—-2 t-2

prinurmare x (0,2) U (4, 400) +eeereemmmmmr i e 2p
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Subiectul 3

a) Demonstrati inegalitatea l+i+l - Vx + \/7+ Jz LV XY, Z€ (0,+oo).

X v z JXyz
b) Fie a, b si C trei numere complexe nenule avind acelasi modul. Ardtati cd a+b+C=0 dacd si numai daca
ab+bc+ca=0.

Solutie:

a) Inegalitatea este echivalentd cu 1 + = + 1 > 1 L 1

X y z \|xy

2 2 2
care se rescriesuccesiv 2, 2,2, 2 2 2 |1 1} 1 1 J{i_i) >0
N

xy z vy oy

_|_

= " - 2 2 2 2 2 2
(:)0:a-a+b.b+c.c:r_+r_+r_©02r——|—r——|—r—:r2- 14—14—1 ................................ 2p
a b c a b c a b c a b c
<:>1+1+£:0<:>ab+bc+cazo .................................................................................. lp
a b c
Subiectul 4

Fie funcfia f :IR — (0, ), f (x)=log, (6X +1).
a) Aratati ca functia f este inversabila si determinati inversa sa.
b) Rezolvafi in mulfimea numerelor reale ecuatia log, (6’( +1) = log, (7x _1) .

Gazeta Matematica 12/2024 (Supliment)

Solutie:
2) DemonStrarea DIJECTIVILALIL .....cceecveerueererieeiteeiteeiteeestesteeteeteeatesneeebeeseeseteeateesseseesseessbeesbeenbeenbeeseeennes 2p
ffl:(O, oo)—)IR, f’l(x)zlogﬁ(7X —1) .................................................................................................. 1p

b) Fie x numir real astfel incat f(x) = f~1(x). Ecuatia f(x) = f~1(x) implicd, conform domeniului de
definitie al functiei f =1, ci x > 0. Observim ci functiile f si f 1 sunt functii strict crescitoare.

Fie y = f(x). Vom demonstra ci y = x. Sa presupunem ci y < x. Atunci f(x) < x. Cum f~1 este o
functie strict crescatoare, atunci f~1(f(x)) < f~1(x), adicd x < f71(x). Insd f~1(x) = f(x), ceea ce
implica x < f(x), adicd x < y ceea ce este fals. Prin rationament similar, relatia x < y implica y < x, ceea

ce este fals. Prin urmare, unica posibilitate €Ste ¥ = X. .oocioiriii i 2p
Réamane sa rezolvam ecuatia log, (6X +1) = Xx. Aceasta revine la 7 =6*+1, sau LEJ +(lj —=1. Cum
7 7

X X
functia g: (0; +00),g(x) = (g) + G) este strict descrescatoare, deci injectivd, iar g (1) =1, rezultd cd

X =1 este unica solutie a ecuaiel din ENUNL. .........occviverreririseee e nne s 2p



| MINISTERUL EDUCATIEI §1 CERCETARII

@a Inspectoratul Scolar Judetean

[asi

FACTLTATEA
CONSTRUCTH DE MasINI
SLAMANACEMENT INDUSTRIAL

Concursul National de Matematica Aplicata ,,Adolf Haimovici”
Etapa judeteana
08 martie 2025
Clasa a XI —a — Sectiunea H2 - Profil real, specializarea stiinte ale naturii
Barem de notare si evaluare

Subiectul 1
Doud functii f, g: R - R, se numesc prietene daca exista si este finita limita, lim (f (x) + g(x)).
X—00

a) Aratati cd functiile f, g: R = R, f(x) = Y8x3 — 3x2 5i g(x) = —2x sunt prietene.

b) Determinati numerele reale a,b cu a > 0 astfel incat functiile f, g: R - R, f(x) = Vax? + x + 4 5i g(x) = =2x + b sd
fie prietene.

¢) Dati un exemplu de trei functii f, g, h: R = R astfel incdt functiile f si h respectiv g si h sa fie prietene, dar f si g sd nu fie
prietene.

Solutie:
. 3 2.7 _ —3x2 )
a) llm (f(x) +g(x)) = llm (\/8x 3x Zx) ;1_{2) (?;/(Sx3_3x2)2+2x3\/8x3_3x2+4x2 .................................. 1p
)}im fx)+gx) = —i 2 [, 0 7 PHIELENE <. 1p
— -2<0

b) lim (Vax? +x+4—2x+b) = lim x ’a+ +——2+ = o0 - —-2)= ©Va-2<0 1

)x—>oo( ) X—00 ( > (\/_ ) {00,\/5—2>0 P
Cum limita este finitd, atUNCI V& — 2 = 0 = @ = 4 oottt 1p

7 x+4 _ l _ e

lim (V4x* +x + 4 - 2x +b) _;%(ﬁm+2x+b) = + b = finita
T L (I A X < | TR 1p
c) Putem considera £ (x) = 8x3 —3x2, g(x) = V4x2 + x + 4 si h(x) = —2x

lim (f (x) + h(x)) = =5, lim (g(x) + ~(x)) = = , T (F () + G(X)) = 00 wovrrrreriivveersssssssesenesssssisssenes 2p
X—>00 4 x>0 4 x>0

Subiectul 2

Consideram functia f:R - R, f(x) = { [ ] »x<0

, unde [ ] este partea intreagd a lul . Aratati ca:
—cosx—1, x = 0

a) llmx[ ] =1;

x—0

b) Functia f nu are proprietate a lui Darboux pe R;
¢) Ecuatia f (x) = 0,x € R are o infinitate de solutii, cel putin una pozitiv.

Solutie:
a) 1.1« H <2 ,pentruoricex e R*. Pentrux < 0 = 1<x H < 1 —x, astfel lim x H =1 1p
X X. X X x—-0 X.
x<0

1 . 1
Pentrux>0=>1—x<xHSl,astfel hmtzl. ................................................................................ -

X x—0 X

x>0

Prin urmare, hmx[ ] 0 TSRS perreeens 1p
b) }Ci_r)r(l) fx)=0, 31(1_1)1(1) f(x) = —1, deci x = 0 este punct de discontinuitate de speta Intai ...........c.coocerevrnene pereenes 1p

x<0 x>0
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Prin urmare, f nu are proprietatea lui DarDOUX ...........ccooiiiiiiiinii e perreerens 1p
c)Pentrux <0,f(x) =0= E] = % , de aici i =ne€zx =% ,MNEZ,n < 0sunt SO .oovveeeeiiiiiiiciee 1p

Pentrux = 0,f(x) =0 = e* —cos x — 1 = 0. Consideram g: [0, +o0) — R definita prin g(x) = e* — cos x —
1 pentru orice x = 0. Atunci g este continua, iar ecuatia f (x) = 0 pentru x > 0 devine g(x) = 0 pentru x > 0.
Observim ci g(0) = e®—cos0—1=1—-1-1=-1<0. Mai mult, avem g(1) = el —cos1—1. Cum
co0s1<1=1+4+cos1<1+1<e,deundeobtinemcie—cos1—1>0,adicag(l) > 0.

Prin urmare, exista x, € (0, 1) astfel incat g(x,) = 0. Astfel ecuatia f(x) =0, x > 0 are cel putin o solutie

POZITIVA ...ttt ettt ettt b ettt e bt e s st e bt o4 bt ea b e eb e £ ek s £ e R b e 42 bt eh b e 4R R £ 4R R £ eh R £ SRR e SRR e eR R e R e e AR e e eE R e eR R e eR e e eRe e e bt eReeanneenreenes 1p

Subiectul 3

O matrice X € M5 (C) se numeste interesantd dacd are suma elementelor de pe diagonala principald egald cu zero.

01 1 0 a 0
Consideram matricele S = (1 1 0) siM(a,b) = (0 0 b) ,a,b € C.
1 00 0 0 O
a) Fie A o matrice interesantd. Aratati ca existd a,b € C astfel incdt toate elementele de pe diagonala principala a matricei

A — SM(a, b)S™ sd fie egale cu zero.

b) Aratati ca orice matrice interesanta poate fi scrisa ca suma a trei matrice nilpotente. (O matrice X € M5(C) se numeste
nilpotentd daca exista n € N* astfel incdat X™ = 0y).

¢) Dati un exemplu de trei matrice X,Y,Z € M5(C) care si verifice X +Y + Z = B si X3 = Y3 = Z3, unde

2025 0 0
B=< 0 0 0 )

0 0 —2025
Solutie:
0 O 1
ast=(0 1 —1) ..................................................................................................................................... 1p
1 -1 1

a1 Q12 Qi3
az;1 Qpp ass ; al'j € (C, aiq + (5% + asz3 = 0,
azp QA3 dszz

a1 —b a;, +b a3 —b
A—SM(a,b)S_1:<a21_b azz_a‘l'b a23+a_b) ............................................................................ 1p
asq as, —a asz +a
a1 —b=0,a,,—a+b=0,a3;3+a=0,decia;; =b,a33 = —a (severificaa,, —a+b =0) .....ocrn.... 1p
a11 Q12 Q4g3
b)A = azq az; a23 , A1 + as- + a33 = O,M(a, b) = M(_a33, all) =M 1p
az1 Gz 04zs

0 X2 X3
Conforma) A —SM(a,b)S™ = x,; 0 x,3 | decialegem X = SMS™1, X3 = SM35~1 = 04
X331 X3z 0

0 x5 X3 0 0 0
Y = (o 0 x23>, Y3=0;27= <x21 0 0),23 = Ozsiatuncid = X + Y + Z; X,Y, Z nilpotente......... 1p
0 0 0 X371 X322 0
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2025 —2025 2025
¢) Folosim b) X = SM(2025,2025)S~! = (2025 0 0 )
0 2025 —2025
0 2025 -2025 0 0 0
Y=(0 0 0 )§12:<—2025 0 0>,B=X+Y+Z§iX3:Y3:Z3:O3. ................. 2p
0 0 0 0 —2025 0

Subiectul 4

Ana vrea sd planteze, in gradina sa, trei copaci. Consideram ca suprafata gradinii este raportata la reperul cartezian
x0y, unitatea de masurd, pe axele reperului, fiind egald cu Im. Un peisagist i-a sugerat sa planteze primul copac in punctul
A(3,0); al doilea copac sa- planteze pe dreapta (d) de ecuatie 4x —y — 12 = 0, la o distantd egald cu N17 m fatd de primul
copac; iar ultimul copac sd-l planteze pe parabola p de ecuatie y = x2.

Ana isi doreste ca aria suprafetei triunghiulare determinata de cei trei copaci sd fie minima.
a) Ajut-o pe Ana sa determine porzitiile celor trei copaci.

b) Scrieti ecuatia dreptei pe care sunt situati al doilea §i al treilea copac.

Solutie

A)BEdsiAB =17 = (x —3)? 4+ (4x — 12)? = 17 = B;(4,4) SAUB3(2, —4) wvvovveerereeerereeeereneerernnne, 2p
) Xa Yo 1

Aupc =E|A|’ UNAE A= [XB  FB L] oottt ettt st e et e st e b e be e be s re e e e renee e 1p

xc Yo 1

Pentru B = B;(4,4),C(x,x?),A= x?> — 4x + 12, A pc = %((x — 2)? + 8) = minimi pentru x = 2

S0 (2, 4) ttieettee et b bR E R R E R e R bR e R bR bbbt b et 2p

Pentru B = B,(2,—4),C(x,x%),A= —x? + 4x — 12, A g = %((x —2)? 4+ 8) = minimi pentru x = 2

Deci C(2,4). Prin urmare, ambele pozitii pentru punctul B pot fi alese. ........ccocvvrieiniiiiiininiiiisene e 1p

b) B = B;(4,4),C(2,4) ecuatia dreptei BC este y = 4 sau B = B,(2,—4), C(2,4) ecuatia dreptei BC este
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Concursul National de Matematica Aplicata ,,Adolf Haimovici”
Etapa judeteana
08 martie 2025
Clasa a X1l —a — Sectiunea H2 - Profil real, specializarea stiinte ale naturii
Barem de notare si evaluare
Subiectul 1
: . . k2 (x+y)
Fie G, = (—k, k), k > 0 si operatiax xy = g Vx,y € Gy.
a) Sa se demonstreze ca Gy, este parte stabila a lui R in raport cu operatia ,*”.
b) Demonstrati ca legea ,*” este asociativa.
) Stiind ca (Gy,*) este grup abelian, sa se demonstreze ca functia f: G, = (0, +0),
fx)= ;—i este un izomorfism intre grupurile (G1,*) si ((0,+0),-).

d) Determinati numarul natural n pentru care avem, in grupul abelian (Gy,*) ecuatia:

1 1 1 1 506
— sk — k — X%, , % = X
7 17 31 2n2—-1 1519

Solutie
aVx,y € (k, k) = |x| <k, |y| <k =|xy| <k?=xy € (k% k?) = k? + xy > O.ccocevrrrreonn. 1p
Demonstreazi ci —k(k? + xy) < k?(x + y) < k(k? + xy),Vx,y € (=k, k) =
2

-k < %:? <k, Vx,y € (—k, k)= x*y € (—k, k), prin urmare Gy, este parte stabild a lui R in
FAPOIT CU LEOBA ;57 ettt sttt e st e e e s b e e s be e st e e seesbe e beeseesbeesteensesteeeeennesres 1p
D) Demonstreaza aSOCIAtIVITALEA. .........cveeveerieereeieette et ete ettt ste ettt ettt esaeeaeeasesaeebeessesseesseenseens 1p
C) Demonstreaza f MOMTISIM.......c.oiiiiiiiiei e bbbttt sb b eneas 1p

Demonstreaza f DIJECHIVA.......ceiiiiiiieiiietie ettt ettt et ettt et eesbeesate et esabe e beesateebeesnseennreas 1p

11 1 L - L
d)Numerele reale = sunt elemente ale multimii G; si din punctul ¢) stim ca

7°17’31"" " 2n2—1
f:Gy = (0,400),f(x) = ;—z este un izomorfism intre grupurile (G, *) si ((0,+»),).

Se demostreaza folosind metoda inductiei matematice ca

. 1 1 1
Notam N = =% — % — %, % .
7 17 31 2n2-1

flag *xx, x..xxy) = f(x1) - f(xz) . f(xp), VR EN, N> 25siVx; € Gy, i € {1,2,...,n}

W =fG)F(H) - Gam) =5 T = f () = 5ns

f=inj ni1 0 1013
z —_—

o = 0% T 202D ettt e et ee et eease e e e e e e e A e e s eeeaneeeaneeeaeeeeeaseasaneananeeeneeeaserenene neennrens 2p
Subiectul 2:
Fiel, = [‘2—d N
€1, = 0 ¥211 X,ne .

a) Calculati 11, I,.
by Aratatical; + I3 + Is+...+15925 este numar irational.
¢) Comparati I, si Ly, si calculati [2000 - I5y], unde [a] reprezinta partea intreaga a

numarului real a.



MINISTERUL EDUCATIEI §1 CERCETARII

@l Inspectoratul Scolar Judetean

[asi

TACTHLE AT
CONSTRUCTIH DE MasING
SEMANACEMENT INDUSTRIAL

Solutie:

1 1 1 1
a) I, = fo —dx = arctgx|} = %; I, = fo —dx = Eln(x2 + D] = SIn2o 2p

1 x

b) [+ +Is+-+1 fl L +j1x2+x4d N +f1x2022+x2024d
= x X+ e XY g
) 1 3 5 2025 o x2+1 . x2+1 i x2+1

1 1 1
s
I+ I3+ Is+... +15055 = Z+f x%dx +f x6dx+...+f x2022(x
0 0 0
T 1 1 1
11+I3+15++12025:Z+§+;++EER\Q ..................................................... 2p
xn1 n+i1 Lo x| A . .. . .
C) 2 VX E [0,1], functiile —; §1 —57 sunt continue si integrabile pe intervalul [0; 1] =
1xn—1 1xn+1
Jy Sdx > N S XD Iy 2 Dngii 1p
_lxMTlpntl T _1_ .1 1
In+1n+2—fOde—fox dx_n=>2nSIn_2(n—2) ...................................... 1p
1 1 2000
n=50>—<1I,,<—=>20<2000:I50 <—<21=[2000-I50] =20.....ccuuervrn...... 1p
100 96 96
Subiectul 3:

Fief, i RoR fp)=@x+1) - (x+2)-....(x+2n),neEN"sid, = folfn (x)dx.
a) Calculati A4 .

b) Calcula;i fle % ln(x) dx 51 flz f1(x)

(x+1)(x2+4x) '
2n+1
0 Aratarica: 2n+1)- A, < (B2), ¥ne N
Solutie:
A = [ f)dx = [F(x+1 2)dx = [*( +3x + 2)dx = (S + 2 + 2x) |} =
a) Ay = [, i()dx = [ (x + D) (x + 2)dx = [/ (x* +3x +2) x—(?+7+ X)lo_
S 2 2 S DR s 1p
e f1(x) _ e _x? e(x _e%+9
b) [{ 2 in()dx = [ (x +2) In(x)dx = G-+ 20) In() [§ = [ (5 +2) dx = S0 1p
2 fi(x) 2 x+2 _1 2 2 _ 1, 12
/i R dx = [[ —dx = ZIn(x? +42) [T = SI7 1p
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C) Aplicam inegalitatea mediilor, intre media geometrica si media aritmetica, pentru douda numere

.- b bZ
reale p02|t|vea¢b:>\/a-b<%(:>ab< (%)

2
r(x+ D-(x+2n)< (fo—nﬂ)

2x+2n+1)2

@+2)- (x+2n-1) < (22

Avem < , de unde obtinem

2
(G +m) - (e +n+1) < (B2

(4 D) - (1 +2) e (x +2m) < ()

Integrand cele doud functii continue pe intervalul [0,1] si aplicand proprietatea de monotonie a

integralei definite obtinem:

1 1 1 1 2n
An:f fn(x)dx:j- (x+1)-(x+2)-...-(x+2n)dx<f (x+n+§> dx =
0 0 0
(1+n+1)n—(n+3)2n+1 (2n+3)2n+1 2n+3)2"+1 .
TR L5 (4 DA < (B2) ¥ E N 2p
Subiectul 4

Maria scrie pe tabla numerele 1, 2, 3, ..., 2025. La fiecare pas, ea alege doud numere oarecare X §i

. . . oA . 1 L A
Y din sirul scris pe tabla si le inlocuieste cu x * y = +——, continudnd procedeul pana cand pe
Tyt
tabla ramane un singur numar scris.

a) Daca Maria sterge la primul pas numerele 2 si 3, aflati ce numar scrie in locul lor.
b) Aratati ca daca Maria sterge de pe tabla numerele a si b si scrie in locul lor numarul c, atunci

. 1 1 1
are loc egalitatea: -+ 1= (5 + 1) (Z + 1).
C) Daca la un anumit moment, numerele existente pe tabla sunt x1,X,....X, CUn € N,
ST : 1 1 1 . L. e
n < 2025 ,aratati ca expresia E = (x— + 1) . (x— + 1) e (— + 1)este invarianta(nu se modifica
1 2

Xn
atunci cand stergem, de exemplu numerele x1,x, si scriem in locul acestora numarul x; * x, ).

d) Aflati numarul ramas pe tabla dupa 2024 de pasi.

Solutie:

Q) CalCUlEaZzA 253 =L ... ittt e e re e 1p
1 1_ 1 1,1 _1 1(1 1

b)c-a*b—%: E+Z+_b:_+1 ;(Z+1)+(Z+1)

e I o 1p
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1 1 1 . .
c) E= (x—1+1)-(x—2+1)-...-(z+1), unde x;,x,,...,x, sunt numerele scrise la un anumit

moment pe tabla. Fard a restrange generalitatea, inlocuim x4 si x, CuU

1 -
Xy ¥ Xy =T 1 1 =Ppe tabla sunt numerele x4 * x3,x3,....X, =

X1 X2 X1X2

E'=(= +1)-(i+1)-...-(i+1)=)(xl+1)-(xl+1)-...-(xi+1):E=>Eeste

] ) X1*X2 X3 Xn 1 2 n

INVAITANTA. ...ttt n et e R e e R e e e e e Rt e Re e e R et e r e e R et e r e e s nn e e r e e e n e e e s 2p
.. 1 1 1 1 2 3 4 2025 2026

d) In1‘;1a1E = (I+ 1) . (E+ 1) (ﬁ-'_ 1) . (ﬁ-l_ 1) —Izgmﬁ— 2026 ..... 2p

Dacad u este ultimul numar ramas pe tabla atunci % +1=2026=> % =20252u=—......... 1p
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