CONCURSUL NATIONAL DE MATEMATICA
LLAURENTIU PANAITOPOL”

Tulcea, 14 martie 2026
CLASA a 10-a — solutii
Problema 1. Rezolvati in multimea numerelor reale ecuatia
2" + 3" + 6" = 2”.

Laurentiu Panaitopol

Solutie.

Functia f : (—o00,0) = R, f(z) = 2% + 3% + 6% — 2% este strict crescitoare, ca suma de
functii strict crescatoare. .......... .. 1px3=3p

Cum f(—1) =0, deducem ca x = —1 este singura solutie strict negativa. .1px3=3p

Demonstram ca nu are solutii pozitive. Presupunem ca ecuatia are o solutie u € [0, 00).
Atunci u? = 2% + 3% 4+ 6* > 3 si deci u? > 3, de unde rezultd v > /3 > 1 si deci

[u] > 1, unde [u] este partea intreagd a lui w. ........... ... 1px3=3p
Cum u > [u], rezulta

2> 20 = (14 )M =+ Cly+- 4+ Cl > 1+ Cly =1+ [u] > u.

............................................................................. 1px3=3p
Prin urmare 2% > u implicd 6% > 4% = (2“)2 >wu? . ... L. 1px3=3p
si deci 2% + 3% + 6% > 6% > u?, contradictie .............. ... ... 1px3=3p
Deci singura solutie a ecuatiei este z = —1. ... ... ... ... . L. 1px3=3p

Problema 2. Decideti daca existd a € Q si € R cu |2| < /3 astfel incat /3 — 22
si vVa — x® sunt rationale.

Kk k
Solutie.
Daca V3—22=q siva—2>=q cuq,qp € Qatunci 22 =3 — ¢ si 2 = a — ¢ s
3 3
> a-—
deci z = — = % E . 1px3=3p

z? 3-qf

Fie p,q,m,n € Z* astfel ca /3 — f’q’—Q = 2 Atunci 3¢*n* = p*n® + m?®¢? i deci exista
b,c,d € N* astfel ca 30% = 2+ d? (%) ooiiiii 1px3=3p
Deoarece 2+ d*> =0 (mod 3), rezulti cd ¢ = 3¢y i d = 3dy, ¢1,d; € N*. ..2px3=6p
Inlocuim acum in relatia de mai sus si obtinem b* = 3(c? + d3) si deci b = 3b; de
unde rezultd ci 303 = ¢ +d3 cu by < b, ¢; < ¢ i d; < d. Continudm procedeul si vom
obtine mereu solutii naturale nenule ale ecuatiei () din ce in ce mai mici, urmand ca la
un moment dat sa obtinem b = ¢ = d = 0, adica o contradictie ............... 2px3=6p
deci nu exista un numar x cu proprietatile din enunt. ............ ... ..., 1px3=3p



Problema 3. Pentru fiecare numar natural n € N* definim multimea
A, ={2€C|lz| + |1+ 2" =1}

a) Demonstrati ca A; = [—1,0].
b) Determinati multimile A,, pentru n > 2.

Prelucrare Laurentiu Panaitopol

Solutie. a) Fie z = r(cost + isint) € Aj, cur > 0sit € R. Deoarece 0 < |1 + z| =
1 —|z| =1 —rrezultd cd r < 1. Pe de altd parte 1 —r = /1 + 2rcost + r2. Ridicim la

patrat, facem simplificarile si obtinem r = 0 sau cost = —1 si sint = 0 de unde rezulta
caz=—r.Cum0<r<lremultdacdze€[-1,0]. ......ccooiiiiiiiiiii .. 2px3=6p

Reciproc, daca z € [—1,0] rezulta |z| = —z si |1 + z| = 1 + 2, de unde rezulta imediat
CA 2 € Al 1px3=3p

b) Vom demonstra ca daca n > 2
2k +1 2k +1 _
A, = {O}U{COS% +isin# |k =0,n— 1} , adica {0}U{z € C| 2" = —1}.

Exact ca la punctul a), daca z € A, se obtine ca |z| < 1. Deci, daca z € A, avem trei
cazuri:

i. |z| =0, adica z = 0;

ii. |z] =1sideci |14 2" =0, adica 2" = —1;

iii. |z| € (0,1). Demonstram ca ultimul caz nu este posibil.

Daca ar exista z € A, astfel ca |z| € (0,1) vom avea sirul de inegalitati:

L=zl + 1 +2" >zl + 1= 2| = 2] + 1 = |z|" =1+ |2|(1 — |2|*) > 1, ceea ce

este absUrd. ... 3px3=9p
Reciproc, daca z = 0 sau 2" = —1 atunci (|z| = 0 si |1 + 2| = 1) sau (2" = —1, deci
|z| =1si |14 2" =0). In ambele cazuri rezultd ca z € A,,. .................. 1px3=3p

Problema 4. Fie functiile f,g : N* — N*. Presupunem ca f este surjectiva, g este
injectiva gi f(n) > g(n) pentru orice n € N*. Demonstrati ca functiile f si g sunt bijective.

Catalin Gherghe

Solutie.

Demonstram ca functiile f si g sunt egale si deci vor fi ambele bijective. . 2px3=6p

Fie k € N* gi my, = min{f~!(k)} (exista pentru ca f~'(k) este nevida si orice submul-
time a lui N* are un cel mai mic element.) Evident f(my) = k.

Demonstram prin inductie ca g(my) = k.

Pentru k£ = 1 avem g(m;) < f(my) = 1 si deci g(mq) = 1.

Presupunem ci g(m;) = i pentru orice ¢ < k si demonstram ca g(mg.1) =k + 1.



Din ipoteza problemei g(myy1) < f(mgy1) = k+ 1. Dar g este injectiva gi g(m;) =i

pentru orice ¢ < k, deci g(mps1) =k + 1o 3px3=9p

Fie acum z € f1(k) cu z # my, (dacd exista!). Avem g(x) < f(z) = k.

Daca g(z) = k = f(myg) = g(my), deoarece g este injectiva, rezulta x = my,
contradictie.

Daca g(z) = i < k, rezulta g(z) = f(m;) = g(m;) de unde rezulta = = m;, deci
x € f71(i), contradictie. Deci nu exista un astfel de d. ....................... 2px3=6p

Rezulta astfel ca f i g sunt functii egale, deci sunt ambele bijective.



