CONCURSUL NATIONAL DE MATEMATICA
LLAURENTIU PANAITOPOL”

Tulcea, 14 martie 2026
CLASA a 9-a — solutii

Problema 1. Fie a1, ao, . .., asgg 0 secventa formata din 2026 de numere naturale, cu
proprietatea: din oricare trei termeni consecutivi, unul este media aritmetica a celorlalti
doi. Dacéd a; = 1 si as = 2, determinati numarul maxim de termeni egali cu 0 din secventa.
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Catalin Gherghe
Solutie.

Pentru orice trei termeni consecutivi z,y, z din secventa (nu neaparat in aceasta or-
dine) avem x +y = 2z gi deci x +y + 2 = 2z + z = 3z, ceea ce arata ca suma oricaror trei

termeni consecutivi este multiplude 3. ....... ... .. 2px3=6p
Cum a; = 1 si as = 2 rezulta ca az are restul 0 la impartirea cu 3, a4 are restul 1 la
impartirea cu 3, as are restul 2 la impartirea cu 3 si tot asa alternativ........ 2px3=06p
Printre orice trei termeni consecutivi avem cel mult unul egal cu 0, ....... 1px3=3p
si deci numarul de termeni egali cu 0 este cel mult [%] =675 .......... 1px3=3p
Secventa periodica 1,2,0,1,2,0,...,1,2,0, 1 satisface conditia din ipoteza si deci numarul
cautat este B7D .. . 1px3=3p

Problema 2. Determinati functiile f : R — R pentru care

f(z +y) = max(f(x),y) + min(f(y), ),

pentru orice x,y € R.

Laurentiu Panaitopol

Solutie.
Este adevarat ca max(a,b) + min(a,b) = a + b (*), pentru orice a,b € R...1px3=3p
In relatia din enunt schimbam z cu y si obtinem f(y+x) = max(f(y), z)+min(f(z),y),

pentru orice T,y € R ... 1px3=3p
Adunand aceasta relatie cu cea din enunt si folosind identitatea () obtinem 2 f(x+y) =
fl@)+y+ fy) +x, pentruorice z,y € R 1px3=3p
Facem y = 0 in relatia de mai sus si obtinem f(x) = x + f(0) = = + a, pentru orice
reRsgiaceRAXat. ... 1px3=3p
Inlocuim in relatia din enunt, si obtinem z +y + a = max(x + a,y) + min(y + a, z),
pentru orice T,y € R ... 1px3=3p
Facem in relatia precedenta x = 0 si y = —a si obtinem 0 = max(a, —a) + 0, de unde
obtinem a = 0. ... . . 1px3=3p

Am obtinut astfel ca singura functie care verifica ipoteza este f(z) = z. ..1px3=3p



Problema 3. In interiorul triunghiului ABC' se alege la intamplare punctul D. Parale-
lele duse prin D la BC', C'A, respectiv AB intersecteaza laturile triunghiului in punctele P
si S, N si R, respectiv M i @ (unde M, N € BC; P,Q € AC; R, S € AB). Demonstrati
ca:

a) daca D este centrul de greutate al triunghiului ABC' atunci el este centru de greutate
si al triunghiului M PR;

b) daca triunghiurile M PR si SNQ au acelasi centru de greutate, atunci acesta coincide
cuD.
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Solutie. a) Avem DP Zj%’ DR — sCAsi DM = %1@ ............... 1px3=3p

Deoarece 1@ + B? +CA= ﬁ, ......................................... 1px3=3p
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deducem D?’ + lﬁ% + DM = 0, de unde rezulta ca D este centrul de greutate al

triunghiuluil MRP. .. ..o 1px3=3p
b) Fie G §i G5 centrele de greutate ale triunghiurilor M PR, respectiv N@QS. Atunci:

3DG, — DM + DP + DE; 3DGy = DN + DO + DS.

Deducem ca

Gi =Gy & DG, = DGy < DM + DP + DI = DN + DQ + DS (1)

............................................................................. 1px3=3p
Ly
Deoarece PS || BC' si NR || AC, vectorii M N + lﬁ, respectiv Q?—i— ﬁ au directiile
date de dreptele concurente BC', respectiv AC. De aceea, acesti vectori pot fi egali doar
daca sunt vectori nuli. Deducem de aici ca

............................................................................. 1px3=3p
Un rationament analog (in care grupam altfel termenii din (1) conduce la concluzia ca

G, =Gy = MN = DP,PQ = DN, RS = DQ, RS = DM.

............................................................................. 1px3=3p
Am aratat deci ca, daca G; = G5, punctul D este mijlocul fiecaruia din segmentele
MQ,NR,PS. Atunci D este centrul de greutate al triunghiului ABC'
Folosind punctul a) deducem ca D este centrul de greutate (comun) al triunghiurilor
MPR §ESNQ. 1px3=3p



Problema 4. Fie a,b, c € R astfel incat ecuatia de gradul al doilea
(b+e)x®+(a+c)r+(a+b) =0

nu are solutii reale. Demonstrati ca 4ac — b* < 3a(a + b+ c).
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Solutie. Deoarece ecuatia nu are solutii reale, discriminantul este strict negativ:
(@+¢)> —4a+b)(b+¢) <O oot 2px3=6p
Inegalitatea precedenta este echivalenta cu

P ab > 4 C B b (K)o 1px3=3p
Inegalitatea pe care trebuie sa o demonstram este echivalenta cu

6a% 4+ 6ab + 267 > 2aC ... 1px3=3p
Tinand seama de (x) va fi suficient sa demonstram inegalitatea
6a2+5ab+62+§+§—%—b022ac ................................. 1px3=3p
Aceasta poate fi rescrisa astfel:

(3)? 4 5ab+ 02+ S = (32 +0)° + < > (2 4 b) e,

iar ultima inegalitate este evidenta. ............ ... .. ... . ... ... 2px3=6p

Problema admite si alte abordari. De exemplu se poate presupune ca P(z) = (b +
c)z® + (a+ ¢)x + (a+b) > 0 pentru orice z € R si se folosesc inegalititile P(—1) > 0 si
P(1) > 0.

Intr-o alti solutie, cu aceeasi ipoteza ca mai sus, se utilizeaza polinomul Q(z) =
ar’ + br + ¢ = (a+ b+ ¢)(a® + x + 1) — P(x), valorile P(—3) si Q(—3) precum
coordonatele varfului parabolei asociate lui ().
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