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BAREM DE CORECTARE SI NOTARE

Subiectul 1. (20 puncte)
Pe multimea Z se defineste legea de compozitie x * y = xy — 2x — 2y + 6, oricare ar fi x,y € Z.

a) Demonstrati ca legea ,,*” este asociativa si comutativa,

b) Determinati elementele simetrizabile ale multimii Z in raport cu legea ,, * ”;
¢) Demonstrati ca, daca m, n si p sunt numere naturale astfel incit m * n * p = 13 sim < n < p, atunci
produsul numerelor m, n si p este divizibil cu 13.

SOLUTIE:
a) Avem (x*y)*z=(xy—2x—2y+6)*z=(xy—2x—2y+6)z—2(xy—2x—2y+6)—2z+6=
=XYZ = 2XY = 2XZ — 2YZ F AX F AY T AZ 7 6 oot nnaee s 2p
sio xx(yxz)=xx(yz—2y—2z+6)=x(yz—2y—2z+6)—2x—2(yz—2y—2z2+6)+6=
=XYZ = 2XY = 2XZ — 2YZ F AX F AY A AZ 7 6 oot sttt snta e e reeennneeans 2p

Adunarea si inmultirea in Z sunt comutative, astfel avem (x *y) *z = x * (y * 2),Vx,y,z € Z , adica legea ” * ” este
ASOCTATIVA .eutiiuietiettesttet et et e bt et e e ste e bt esbee st e en bt e aee st eeaseeueeemteenseenseeabeeaseenseemseen b e e s e st e enteenteenteeaseenteeabeeeheebeeneenteenteeas Ip

Adunarea si Tnmultirea in Z sunt comutative, astfel avem: x * y = xy —2x — 2y +6 §i y*x =yx—2y —2x+ 6,
AECTX ¥ Y = Y H X, VX, Y E Z oeereeeeeeeeie ettt ettt te et eete et e s st e se e st esseesse e st assessbeasbeassaesseassaessaessaesseesseesseassenssensses Ip

Adica legea St $1 COMULATIVA .......eeiuiiitieiieiieesiee et ettt et et e st e et e e bt et tes e e bt e sbeenbeeateenteenbe e st enbeesnsesasenseesntesnsesneenseennes Ip
b) Legea” *” admite element neutru daca existi e € Z , astfel incat x xe =e*xx = x ,Vx € Z
Avem xxe=exx=xxe—2x—2e+6=x=((x—-2)(e—3)=0,VxEZ
= e = 3 € Z este elementul neUtru @l IEZIT 7 * 7 ....cciiiiiiiiiiiiecie ettt s b e raenenens 2p
Fie x € Z , acesta este simetrizabil daci existd x' € Z , astfel incit x * x' = x'*x = e = 3
Avem x*xx'=x'*xx=3 xx'-2x—-2x'+6=3= x-2)x'-2)=1=x—-2|1 six' - 2|1 ....... Ip
adica x—2=1,x"—2=1=2x=x"=3saux—2=—-1,x"—2=—=-1=2>x=x"=1..........cccccii.... 2p

Elementele simetrizabile sunt: {1, 3} .......ccooiiiiiiiiiiieet ettt e e et eaeeanl LD

O)X*xY =Xy —2X—2VF+6=(X—=2) (¥ —2) F 2,V X, Y € Z e Ip
Legea ,,” fiind asociativa, prin calcul deducem m*n*p =M —-2)(n—=2)(P—2)+2 ceceiriiiiiiiiiinannnn. 2p
msnxp=13=M-2)n-2)p-2)+2=13mMm-2)(n—-2)(p—2)=11.....cccceeiiiiiiinn. Ip

Deoarece 11 este numar prim,m,n,p EN, iarm—-2<n—-2<p-2=
m—2=-11,n—-2=-1,p—2=1,obtinem m = —9,n = 1, p = 3 (nu convine), sau
mnpeEN=mMmM-2=n—-2=-1p—2=11=>m=n=1,p=13,sau
m—2=n—2=1, p—2=11om=n =3, 0= 13 2p

INtrucat p = 13, VOM GVEA MNP = Mg e Ip
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Subiectul 2. (20 puncte)
Se considera functia f: (0, +o) — R, f(x) = log 5 x.

fx)
a) Pentru functia g: (0, +o) - R, g(x) = 37 —x , determinati primitiva G: (0, +o) = R, care
verificd conditia G(2) = 2026 ;

b) Ardtatica = [ (x) dx = <42
) Aratatica [ = 1xfx X =

¢) Pentru fiecare n € N, definim I,, = [ f x f(x) dx.

e? n

Demonstrati ca [,, = 2 mln—l , oricare ar fin € N.
SOLUTIE:
@) BT ) = Bl00 80 e, Ip
GUX) = o m X = 1 X ettt ettt ettt ettt ettt eab et et e b e reteas Ip
2
G(x)=f(1—x)dx=x—x7+6‘ ................................................................................................................ 2p
2
G(2)=2=2+C=C=2026=> G(X) = X =+ 2026 ..ccooeocorsriosrsessssososososossssn 2p
e 1 e
b)1=f1xlog3xdx=mflxlnxdx ..................................................................................................................... Ip
e x? € 1 e x? e x2|€
J; xlnxdx—;lnxL—Eflxdx—;lnxL— B 3p
1 (e? e?-1 e?+1
—E(7— 1 )_4ln3 ............................................................................................................................... 2p
e e
o) I, = [, x(logz x)" dx = TOR JU X NX)TAX 1p
2 e
flex (Inx)"dx = x?(lnx)”L - gflex(lnx)"_1 X ettt eeen 4p
2
= % - gfle TV TE X e 2p
e? n
n = nmn mln—l' VT € N ettt e et e e et e e et a e e e ntbe e e etbaae e Ip
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Subiectul 3. (20 puncte)

Se considerd matricele 4, B € M,(R), unde A4 = @852 1), jar B = (_2_0126 20125).

Fie, de asemenea, multimea G = {X € M,(R)|det(X) = 1}.

a) Verificati dacd A si B apartin multimii G.
b) Demonstrati ca multimea G, impreuna cu operatia de inmultire a matricelor, formeaza un grup.

¢) Demonstrati ca, daca X = (Ccl Z) € G este solutie a ecuatiei X2 —X +1, = 0,,atunci a+d = 1.
SOLUTIE:
12026 1| _ _ _
a)det(A)—| =2026-1—1:2025=2026—2025=12A € G........cccoooiiiiiiiiiiiiiiiiiniiiininn, 2p
2025 1
det(B) = |_2_0126 20125| = —2026-1—2025 (=1) = 2026+ 2025 = -1 B & G +.orovovvrvvvoeo 2D
b) (V)X,Y €EG = det(X) = det(Y) = 1 o e e Ip
Folosind ca: det(X - Y) = det(X) - det(Y) pentru (V)X,Y € M,(R) deducemdet(X -Y) =1.................... Ip
DECi X Y € G, (W)X, Y € G (1) Ip
Avem cd (X-Y) Z =X (VY -2), (W)X, Y SIZ € G (2)eeeeeeeeoeeeee e Ip
De asemenea, det(l;) =1,deci ()L €6 al L X=X"L=X,(MXEGB)......cceiviiiiiiiriiiiiiieie 2D

Pentru (V)X € G, dindet(X) =1= ()X 1 € M,(R), pentrucare X 1- X =X-X"1=1,,
1

de unde deducem ca det(X™1) = det(X)

1,deci (MXEG @)X TeGai X - X=X-X"1=104) ... 2p

Din relatiile (1), (2),(3) si (4) deducem ca multimea G Tmpreuna cu operatia de inmultire a matricelor formeaza un

0 2p
¢) Utilizand relatia lui Cayley-Hamilton: X2 — (@ + d)X +detX I, = Op «.oovovvniiiiiii e 2p
obtinempentru X € G ci X2 — (A + d)X +15 = 0 oot Ip
Din ipoteziavemci X2 =X +1, =0, deci (a+d)X =X (a@+d—1DX =0y ..ccooveiiiiiiiiiiiiiiaiai, Ip
Deoarece det(X) = 1sideci X # 0,,deducemcia+d—1=0a+d=1......ccccociiiiiiiiiiiiiiii, 2p
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Subiectul 4. (30 puncte)

Cu ocazia unui experiment, s-a observat ca intensitatea radiatiei produsd de o sursé, masurata Intr-un

dx.

a) Calculati valoarea intensitatii radiatiei masurati in punctele situate la distantele a = 1 si a =+/3 fata
de sursa;

1
punct situat la distanta a > 0 fata de acea sursa, este datd de formula: I(a) = f —ra

1
b) Demonstrati ca functia I: (0; +0) > R, cu I(a) = f ﬁdx este descrescatoare; interpretati din

punct de vedere fizic rezultatul obtinut;

c¢) Demonstrati ca are loc relatia : I(a) > —7 pentru orice a > 0.
SOLUTIE:
1
— 1 1 _ _ =T _o=C
a) I(1) = J;) peaw) =arctgl —arctg0 = —0=_ ... 5p
1 =« s V3
I(\/_) f x2+3 arctgv_| (arctgv_ arcth) R T as T dg e 5p
b) Pentru (V)a,b cu 0<a<b si (V)x €(0;1) avemci x? +a? <x?+b? & 2-1+a2 xz—-lmz ............... 2p
de unde, conform proprietatii de monotonie a integralei definite, gasim ca
1 1
J;) e dx > f oY dx = I(a) > I(b), adica functia I este descrescatoare ...............cooevevvinienennnnn. 5p
Din punctul de vedere fizic, aceasta inegalitate explica faptul ca, pe masura ce ne indepartim
de sursa, intesitatea radiafiel SCAAE ... .iiviet ittt et e e e 3p
1
c) WMx€e0;1)si(V)acua>0avem a’?+x?<a’+1—— 2+a2 > g e 5p
1
. . C _ 1 1
de unde, integrand de 1a 0 la 1, gasim: I(a) = f gz dx > 2+1 | e R IR 5p

Nota:

Toate subiectele sunt obligatorii; se acorda 10 puncte din oficiu.

Orice rezolvare corectd a oricdrei probleme, dar diferiti de cea din barem se noteazd cu punctaj echivalent.
Punctajul maxim este de 100 de puncte.
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