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Inegalit¼a̧ti cu p;R şi ra

�Gândirea este o pas¼are a în¼aļtimilor care, în colivia cuvintelor, izbuteşte doar s¼a-̧si des-
f¼aşoare aripile, dar nu poate zbura.�- Kahlil Gibran1

În aceast¼a seçtiune vom obţine câteva inegalt¼aţi între p;R şi ra:

Teorema 1 (Andrica, D., Barbu, C. [4]) În orice triunghi având semiperimetrul p
urm¼atoarele inegalit¼aţi au loc:

�2(R+2ra)
p
R2 + 2Rra � p2�

�
2R2 + r2 + 4Rr � 6Rra � 2r2a

�
� 2(R+2ra)

p
R2 + 2Rra:

(1)

Demonstra̧tie. Deoarece a2+ b2+ c2 = 2(p2� r2� 4Rr); din relaţia lui Blundon
rezult¼a concluzia. Expresii similare se pot obţine pentru rb şi rc. �

Observa̧tia 2 Utilizând faptul c¼a r < ra şi inegalitatea din dreapta a relaţiei (1)
obţinem

p2 � 2R2 + r2 + 4Rr � 6Rra � 2r2a + 2(R+ 2ra)
p
R2 + 2Rra

< 2R2 + r2a + 4Rra � 6Rra � 2r2a + 2(R+ 2ra)
p
R2 + 2Rra

= 2R2 � 2Rra � r2a + 2(R+ 2ra)
p
R2 + 2Rra

sau
p2 < 2R2 � 2Rra � r2a + 2(R+ 2ra)

p
R2 + 2Rra: (2)

Teorema 3 (Andrica, D., Barbu, C. [4]) În orice triunghi având semiperimetrul p
urm¼atoarele inegalit¼aţi au loc:

p2 < minf4R2 + 4Rra + 3r2a; 4R2 + 4Rrb + 3r2b ; 4R2 + 4Rrc + 3r2cg:

Demonstra̧tie. Utilizând relaţia (2) putem scrie

p2 < 2R2 � 2Rra � r2a + 2(R+ 2ra)
p
R2 + 2Rra

< 2R2 � 2Rra � r2a + 2(R+ 2ra)(R+ ra)
= 4R2 + 4Rra + 3r

2
a:

Expresii similare se pot obţine pentru rb şi rc. �

Consecinţa 4 (Andrica, D., Barbu, C. [4]) În orice triunghi urm¼atoarele inegalit¼aţi
au loc:

a2 + b2 + c2 < minf8R2 + 4r2a; 8R2 + 4r2b ; 8R2 + 4r2cg:
1Kahlil Gibran (1883-1931) �poet libanez
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Demonstra̧tie. Din Teorema lui Blundon obţinem

� =
a2 + b2 + c2

4
� R2 � 3Rra � r2a + (R+ 2ra)

p
R2 + 2Rra

< R2 � 3Rra � r2a + (R+ 2ra)(R+ ra) = 2R2 + r2a;
de unde rezult¼a concluzia. Expresii similare se pot obţine pentru rb şi rc. �

Teorema 5 (Andrica, D., Barbu, C. [4]) În orice triunghi este adev¼arat¼a inegalitatea:

p2 � 2
p
2(2R+ ra)ra

Demonstra̧tie. Avem

p2 � 4R2 + 4Rra + 3r2a = (2R+ ra)2 + 2r2a � 2
p
(2R+ ra)2 � 2r2a;

de unde rezult¼a concluzia. �

Observa̧tia 6 Analog se obţin inegalit¼aţile: i) p2 � 2
p
2(2R + rb)rb şi ii) p

2 �
2
p
2(2R+ rc)rc:

Teorema 7 (Andrica, D., Barbu, C. [4]) În orice triunghi este adev¼arat¼a inegalitatea:

p2 � 2
p
3R(R+ 2ra):

Demonstra̧tie. Avem

p2 � 4R2 + 4Rra + 3r2a � 4R2 + 4Rra + 4r2a = 3R2 + (R+ 2ra)2;

de unde

p2 � 3R2 + (R+ 2ra)2 � 2
p
3R2 � (R+ 2ra)2 = 2

p
3(R2 + 2Rra):

�
Analog se obţin inegalit¼aţile: p2 � 2

p
3R(R+ 2rb) şi p2 � 2

p
3R(R+ 2rc):

Observa̧tia 8 Deoarece OI2a = R
2 + 2Rra, inegalitatea din teorema precedent¼a poate

� rescris¼a astfel: p2 � 2
p
3 �OI2a sau p �

4
p
12 �OIa.

Teorema 9 (Andrica, D., Barbu, C. [4]) În orice triunghi este adev¼arat¼a inegalitatea:
p � 2 �OIa.

Demonstra̧tie. Avem p � 4
p
12OIa � 2OIa. �

Teorema 10 (Andrica, D., Barbu, C. [4]) În orice triunghi este adev¼arat¼a inegali-
tatea:

p2 � minf12Rra; 12Rrb; 12Rrcg:

Demonstra̧tie. Avem

p2 � 4(R2 +Rra + r2a) � 12 3
p
R2 �Rra � r2a = 12Rra

sau p � 2
p
3Rra.
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