ASPECTE METODICE PRIVIND
INDUCTIA MATEMATICA IN CLASELE LICEALE

Cosma Adrian Mihai

Metoda inductiei matematice se preda la clasa a IX-a - in cadrul unitatii de Invatare ”Multimi
si elemente de logicd matematica”.

Dificultati mai mari de infelegere a acestei metode au elevii de clasa a 1X-a, care sunt
obisnuiti sa aplice doar formule de calcul si nu sa faca rationamente.

La predarea lectiei Metoda inductiei matematice, mai intai profesorul de matematicd va explica
diferenta dintre un rationament deductiv si unul inductiv:

- deductia este procedeul prin care dintr-o propozitie cu caracter general se obtin propozitii cu
caracter particular;

Exemplu: sa consideram enuntul cu caracter general: ,, Un numar natural este divizibil cu 2

dacd ultima cifrd a sa este numar par.” (criteriul de divizibilitate cu 2). Enuntul ,,Numarul 2006
are ultima cifra un numar par, deci este divizibil cu 2.” s-a obtinut particularizdnd enuntul
general dat. Asadar am facut un rationament deductiv.
- inductia este procedeul prin care pornind de la propozitii particulare se ajunge la propozifii
generale; o concluzie inductiva nu este intotdeauna justa, datoritd faptului ca ea este formulata
dupa considerarea unui numar limitat de cazuri si astfel pot fi omise cazuri cand constatarea
facuta nu este adevarata.

Exemplu: renumitul matematician francez Pierre Fermat (1601-1665) a presupus ca toate

numerele de forma 2% +1 sunt prime bazandu-se pe observatia cid pentru n=0,1,2,34

numerele: 22 +1=3,27 +1=5,2% +1=17,2% +1=257, 2% +1=65537 sunt prime, fird a mai
face o demonstratie.

Deoarece generalizarea s-a obtinut doar prin considerarea catorva cazuri particulare, metoda se
numeste inductie incompleta. Metoda este folositoare deoarece da posibilitatea intuirii unui
rezultat care poate fi confirmat sau infirmat cu ajutorul unei demonstratii deductive.

In unele situatii o astfel de demonstratie se poate realiza analizand doar un numar finit de
cazuri, epuizandu-se astfel toate posibilititile. In acest caz metoda se numeste inductie completa.

Exemplu: Sa se demonstreze ca orice numar natural n, 10<n<150 cu proprictatea ca
ultimele doua cifre din scrierea lui formeaza un numar divizibil cu 25 este divizibil cu 25. Pentru
demonstatie consideram numerele cu proprietatea cerutd din intervalul [10, 150]. Avem ca n €
{25,50,75,100,125,150}. Este evident ca aceste numere sunt divizibile cu 25. Cum alte astfel de
numere nu mai exista, demonstratia este incheiata.

Intrucat propozitiile de tipul (¥ n)P(n) nu pot fi demonstrate prin inductie completd pentru
ca nu pot fi studiate toate cazurile posibile si nici prin inductie incompleta se vor demonstra
folosind metoda inductiei matematice.

Aplicarea metodei inductiei matematice pentru a demonstra o propozitie ,,P(n), Vne N, n>m”
consta in parcurgerea a doua etape:

1. Pasul verificarii: pentru n=m verificdim dacd P(m) este o propozitie adevarata.

2. Pasul demonstrativ: presupunem adevarata propozitia P(k) si demonstrdm ca propozitia

P(k+1) este de asemenea adevarata (scriem P(k)—P(k+1)).
Concluzie: Daca cele doua etape sunt validate atunci propozitia P(n) este adevdrata V neN,
n=m.
Observatie. Explicatia intuitiva a acestei metode de demonstratie este:
Se porneste de la propozitia P(m) adevarata si se aplica P(k)—P(k+1) pentru k=m, k=m+1,...,
k=n-1.
Pe baza regulei concluziei (modus ponens) se obtine succesiv:

1



(P(m) si P(M)—P(m+1) adevarate) = P(m+1) adevarata;
(P(m+1) si P(M+1)—>P(m+2) adevarate) = P(m+2) adevirata,
(P(n-1) si P(n-1)—P(n) adevarate) = P(n) adevarata.
Metoda inductie matematice este folosita pentru introducerea unor definitii sau demonstrarea
unor identitati, inegalitati, probleme de divizibilitate, teoreme etc.
Un exemplu foarte interesant este: ,,Suma primelor n numere naturale impare este un patrat

perfect, P(n):14+3+5+...+(2n—-1) =n*".
1. Pasul verificarii: n=1, avem 1=1°
2. Pasul demonstrativ:
Presupunem adevirati propozitia P(K):1+3+5+...+(2k —1) = k*(s-a inlocuit n cu k)

Demonstram ci: P(k+1):1+3+5+...+(2k +1) = (k +1)* (s-a inlocuit n cu k+1) e adevarata.
Avem: 1+3+5+...+(2k 1)+ (2k +1) =k* + 2k +1=(k +1)?, g.e.d..

k2
Observatie. Dacda una din cele doud etape nu este satisfacutda atunci propozifia P(n) nu este
adevarata V ne N . lata cateva situatii:
- afirmatie: P(n):n=n+1,Vne N. Pasul demonstrativ este justificat: P(k+1):k+1=k+2,

folosind P(k), dar afirmatia este insd evident eronatd ( P(0):0=1).
- renumitul matematician francez Pierre Fermat (1601-1665) a presupus ca toate numerele de

forma 2% +1 sunt prime bazdndu-se pe observatia ca pentru n=0,1,2,3,4 numerele:

27 +1=3,22 +1=5,2% +1=17,2% +1=257,2% +1=65537 sunt prime, fird a mai face pasul
demonstrativ.

- in secolul XVIII alt mare matematician Leonhard Euler (1707-1783) a gasit ca
2% +1=4294967297 = 6416700417 este un numir compus.

- matematicianul G.W. Leibniz (1646 - 1716) demonstreazi ca n°—n:3,n°—n:5n’—n:7, de
unde a tras concluzia ca n“ —n‘k,¥n,k € N . Tot el insi a observat mai tarziu ci 2° —2=510:9,
deci afirmatia generala este falsa.

- matematicianul D. A. Grove presupune ci pentru toate numerele prime p, numarul 2°* -1 nu
se divide cu p?, facand verificiri pe numere prime mai mici decat 1000. Dar s-a stabilit ¢
292 _1:1093?( 1093 este numar prim).

Pentru stimularea interesului si largirea orizontului elevilor in aplicarea inductiei matematice este

indicat sa se propuna la clasa probleme cu caracter practic.
Problema ,,monedelor”: orice suma intreaga mai mare sau egald cu 8 se poate achita cu monede

de 3 si 5 lei, adica P(n): (Y)ne N,n>8,(3)p,r e N astfel incat n=3p+5r.

Rezolvare:

Pasul verificarii P(8):8=3-1+5-1

Pasul demonstrativ

P(k):3 p,re N astfel incat k =3p+5r.

P(k+1):3 p' r'eNastfel incat k +1=3p'+5r".

Avem K+1=3p+5r+1=3p+5r+(3-2-1-5)=3(p+2)+5(r-1) =3p'+5r", unde
p'=p+2eN’si r'=r-1eN".

Dificultatile de aplicare a metodei inductiei matematice de catre elevi sunt atat in pasul de
verificare cat si in pasul demonstrativ.
a) In pasul de verificare dificultati apar mai ales daci in expresia lui P(n) apar sume. Este indicat
ca in astfel de situatii sd se sugereze elevilor sd inlocuiasca pe N cu M mai intdi in ultimul
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1)
2)

1)
2)

1)
2)

termen al sumei pentru a vedea unde se termind suma (si dupa aceea in primul termen daca
acesta contine N ) si abia apoi sd scrie termenii sumei.

Exemple:
1 n

ot =
2-3 n-(n+1) n+1

- : oo 1 :
1. In verificarea egalitatii E+ ,Vn>1 pentru n=1 ultimul termen al

L R 1 e ) ) ) .
sumei din membrul stang este 17’ adica chiar primul termen al sumei, deci suma va avea in

acest caz doar un termen: % pentru n=2 vom avea 2 termeni £+2i s.a.m.d.

2. La verificarea inegalitatii 1+ ! ot ! >1,ne N" avem pentru n=1 ultimul termen al
n

n+1 3n-2

. A 1 .. . . . .
sumei din membrul stang este 1 adica chiar primul termen al sumei, deci suma va avea In acest

caz doar un termen: % dar pentru n=2 ultimul termen este % asadar suma va fi 1+%+l

4
,s.a.m.d.

b) In pasul demonstrativ dificultitile apar la:

- constructia propozitiei P(k+1), unde trebuie explicat elevilor sa inlocuiasca pe n cu k+1 peste
tot unde apare n;

- scrierea sumelor care incep §i se termind cu termeni ce contin n, unde in demonstratia lui
P(k+1) trebuie sa se mai adauge si sd se mai scada terment ;

- demonstratii cu 2 cazuri: P(2k) si P(2k+1) sau mai multe cazuri;

- demonstrarea inegalitatilor, unde se va folosi proprietatea de tranzitivitate a relatiei ,, <.

Pe langa metoda clasica a inductiei s-au impus si alte variante de inductie matematica, menite
sa rezolve anumite probleme concrete determinate fie de valoarea de pornire a variabilei, fie de
natura acesteia.

Varianta |

,Pentru orice n>m (M numar natural fixat) are loc” se parcurg doua etape:

Pasul verificarii: Se verifica faptul ca p(m) este adevarata,

Pasul demonstrativ: Se demonstreaza implicatia p(k) — p(k +1), unde k este un numar natural
oarecare, k>m.

Conform principiului inductiei matematice, propozitia p(n)este adevarata pentru orice n>m.
Exemplu

Sa se demonstreze inegalitatea 2" >2n+1, pentru orice numar natural n>3.

Pasul verificarii: p(3):2°>2-3+1 este adevirata.

Pasul demonstrativ: Demonstrim implicatia p(k) — p(k+1), unde p(k):2">2k+1, iar
p(k+1): 24" > 2(k +1) +1.

Avem: 2t =2.2" > 2(2k +1), (1). Pe de alta parte 2(2k +1) > 2(k +1)+1, (2), pentru k >3. Din
(1) s1 (2) conform tranzitivitatii relatiei de ordine rezultd ca p(n) este adevarata.

Varianta |1

Propozitia p(n)este adevarata pentru orice numar n>m (M numar natural fixat), ne N, daca
sunt Indeplinite conditiile:

Pasul verificarii. Propozitia p(n)este adevaratd pentru N=m si N=m+1.

Pasul demonstrativ. Din presupunerea ca p(n)este adevaratd pentru N=K—-1si n=k(k >m)

rezultd ca p(n)este adevarata si pentru N=Kk+1.
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Exemplu

Fie sirul de numere reale (a,),., definit prin a, =2,a, :g,an :Ean—l —-a, ,,N>2. Sa se arate
caa =2"+2",VneN.
1) Pasul verificarii: Se face pentru N=0 si n=1, cand avem:

p(0):a, =2°+2° =2, adevarat,
p):a, =2"+2"= g, adevirat.

2)Pasul demonstrativ. Presupunem adevarate propozitiile p(k —1)si p(k)
pk-1:a_, =2"+2*P si pk):a =2"+2 si demonstraim cd p(k+1):a,,, =2 +27 ¢
este adevarata.

: : < a o < A S o
Din relatia de recurentd, intre termenii sirului, datd in enunt avem: a, = Eak*l —a,_, sau tinand

seama de p(k—1)si p(k) avem a,, = g(zk +2%) (2424 P) =52 ¢

45. 27 okt 4.2 = 4.9k (D — okt o~k " ceeq ce aratd ¢ p(k +1) este adevirati.
Varianta 111
Prin aceasta varianta se demonstreaza propozitia p(x) care depinde de x, cu x €[0, ).

Propozitia p(x) este adevarata pentru orice X >0 daca sunt indeplinite conditiile:

Pasul verificarii. Propozitia p(x) este adevarata pentru orice X €[0,1).

Pasul demonstrativ. Pentru orice x>0 este adevarata implicatia p(x) — p(x+1).

Demonstratie. Se considera propozitia q(n): p(x)este adevaratd pentru orice X €[n,n+1), care

se demonstreaza prin inductie matematica dupa ne N .
Pasul verificdrii: q(0): p(x) este adevarata pentru orice x €[0,1)

Pasul demonstrativ: q(k) — q(k +1)

Fie x,e[k+Lk+2). Atunci x,—-1e[k,k+1). Cum q(k) este adevaratd si X,—1le[k,k+1)
rezulta ca p(x,—1) — p(x,), adica p(X,) este adevarata. Numarul x, fiind arbitrar din
[k+1Lk+2) se deduce ca si gq(k+1) este adevdratd, adicd q(n) este adevaratd pentru orice
neN. Deci p(x) este adevarata pentru orice X>0.

Exemplu
Sasearateca 3" >2"+7n,Vne N,n>4.

Vom arata ca propozitia p(X):3" >2* +7x,Vx >4, este adevarata.

Pasul verificirii. Fie xe[4,5). Atunci 3*>81 iar 2°+7x<2°+7-5=67, deci
3*>81>67>2"+7x

Pasul demonstrativ. Presupunem ca p(X) este adevarata si demonstram ca p(x+1) este
adevarata, adica p(x+1):3" > 2"+ 7(x +1).

Avem 3 =34.3>2.3>2(2° +7x) =2 +14x > 2" + 7(x+1), deci p(x+1) este adevirati,

adica p(x) este adevarata pentru orice X > 4.

Varianta IV

Fie a,beR.Propozitia p(x), care depinde de x e[a, ), este adevarata dacd sunt indeplinite
conditiile:

Pasul verificarii. Verificdim ca p(x) este adevarata pentru orice X €[a,a+Db).

Pasul demonstrativ. Pentru orice x €[a,») are loc implicatia p(X) — p(x+Db). Atunci propozitia
p(Xx) este adevaratd pentru orice X > a.



1)
2)

1)
2)

Demonstratie. Se va considera propozitia q(n): p(x)este adevarata pentru orice
xe[a+n,a+n+b),neN.
Exemplu. Sa se arate ca

p(x):[x]+[x+ﬂ+{x+ﬂ+...+[x+n7_l}=[nx],Vx>0, vneN’,

unde [x] reprezintd partea intreagd a numarului real X. (Identitatea lui Hermite).
: .. 1 . . — .
Pasul verificarii. Daca X e [0,—] atunci nx €[0,1) si x+5 €[0,),k=1,n-1, iar p(x):0=0 e
n n
adevarata.

. < < e < 1
Pasul demonstrativ. Presupunem ca p(x) este adevarata si demonstram ca p(x+—j este
n

adevarata.

R Enr b
Avem: | X+— |+| X+—+— [+| X+—+— |[+...+| X+ +—|=
n n n n n n n

:[x+1}+[x+1+1}+{x+3+1}+...j{x+nT_1}+[x+l]:[nx]+1:

n n n n n

=[nx +1]:{n(x+1ﬂ, adica p(x+1] este adevarata.
n n

Deci p(x) este adevarata pentru VX >0,Vne N,

Varianta V

Prin aceasta variantd se demonstreaza o propozifie ce depinde de una sau mai multe variabile
naturale.

Propozitia p(n,m),vn>r,vm=>s este adevarata daca:

Pasul verificdrii. Propozifia p(r,s) este adevarata.

Pasul demonstrativ. Demonstram propozifia pentru prima variabild, fixdnd cea de a doua
variabild. Presupunem p(k,s) adevaratd si demonstrdm ca p(k+1,s) este adevaratd. Apoi

putem presupune ca p(n,t) este adevaratd Vn>r si demonstram cd p(n,t+1)vn>r este
adevarata.

Exemplu
Daci A, BeM, (C),neN", astfel incat AB=BA, atunci A"B" =B"A",vn,meN",

Pasul verificarii. Pentru n=1 si m=1 avem p(1,1): AB=BA, adevarat.

Pasul demonstrativ. Presupunem p(k,1): A“B = BA" adevarati si

demonstram ca p(k +1,1) : A“"'B = BA*"! este adevarata.

Avem: A“'B=(A“A)B=A"(AB)=A"(BA)=(AB)A=(BA“)A=B(A“A)=BA",

Putem in continuare si presupunem ci p(n,t): A"B' = B'A" este adevirati Vn>1. Trebuie si
mai demonstrdm ci p(n,t+1) este adeviratd ¥n>1, adicai A"B"" =B"A",

Avem: A'B"'=A"(B'B)=(A"B')B=(B'A")B=B'(A"B) =B'(BA") =(B'B)A" = B'"A".

Aplicatie
n
Sé se arate cd Zcos(ixlixzJ_r...J_rxn)S2”<Cosa“/xlxz-...-xn), unde neN,nx1, iar

Xy Xy yoey X € [0,%j . (Concursul ,,Evaluarea in educatie”- faza nationald 2008)



Rezolvare:
Demonstram prin inductie matematica ca:

D cos(£x, £X, £...£X, ) =2"c0s(X )cos(X, )-...-COS(X, ). (1)
Pentru n=1 avem cos(X, )+Ccos(—x, ) =2cos(x, ), adevarat.
Presupunem ca relatia este adevarata pentru un n oarecare, adica

D cos(£x, £X, £...£X, ) =2"c0os(X )cos(X,)-...-cos(X, )
si sd o demonstram pentru n+1, adica
D Cos(£X, £ X, £ £ X, ) =2""c05(X ) COS(X, )-...-COS (X, ) -

Avem D cos(X £ X, .. £X £X )= D COS(£X £ X, F..t(X, + X))+
+°c05(+X X, .. % (X, =X, )) = 2" €05 (X, )OS (X, )-...-COS (X, + X, ) +
+2" 05 (%, )€0S(X, )-...-COS (X, — X, ) = 2" €05 (X, ) COS(X, )-...-COS (X, ;)

si egalitatea este demonstrata.
Din inegalitatea mediilor MG < MA (demonstratia este tot prin inductie matematica!), obtinem:

cos(xl)+cos(x2)+...+cos(xn)]n 2)
n

cos(><1)cos(x2)-...-cos(xn)s[
Din inegalitatea lui Jensen (demonstratia este tot prin inductie matematica!), pentru functia

f :[0, %j — R, f(x) =cosx, obtinem:

cos(x1)+cos(x;)+...+cos(xn) SCOS(x1+x2 :+ xnj 3)

Acum din inegalitatea mediilor:

X+t X X+t X
Mzn&x x> cos| At <COS XX, -our X, (4)
n 2 n n 2 n

Din relatiile (1), (2), (3) si (4) obtinem inegalitatea ceruta.
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