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Abstract

The scope of this document is to analyze alternating current circuits in two different
fashions: using phasors, on the one hand, and using complex numbers, on the other.
Representing alternating current circuits’ characteristic quantities in complex form leads
to the identification of simple rules and useful relationships in problem solving. The
calculation of impedance, phase shift and power can easily be performed for compound
circuits, making this method invaluable to describing a wide range of electrical
networks.

Scopul acestel prezentari este analiza circuitelor de curent alternativ din doua
perspective: utilizand diagrame fazoriale si metoda numerelor complexe. Reprezentarea
marimilor caracteristice circuitelor de curent alternativ in forma complexa conduce la
Identificarea unor reguli simple si relatii utile in rezolvari de probleme. Calculul
impedantei, defazajului si puterilor in curent alternativ poate fi facut cu usurinta pentru
circuite mixte ale caror diagrame fazoriale sunt adeseori dificil de realizat.
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Cuprins

* Diagramele fazoriale: metoda ,,clasica” de rezolvare a circuitelor de
curent alternativ

* Numere complexe si1 cateva proprietati folositoare
* Marimile electrice in forma complexa

* Impedanta complexa a elementelor de circuit

* Grupari RLC serie si1 paralel; grupar1 mixte

* Puterea in curent alternativ

* Probleme
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Diagrame fazoriale A

* Fazorii sunt vectori bidimensionali (in plan)
care reprezinta marimi oscilatorii y
obligatoriu de aceeasi pulsatie. 2

* Unghiul dintre do1 fazor1 reprezinta
defazajul dintre doua marimi, 1ar lungimea
acestora reprezinta amplitudinea lor.

* De exemplu, diagrama fazoriala din dreapta
ilustreaza urmatoarele doua marimi:

y, = A sin(ot +¢,) 73

y, = A, sin(ot + @,)
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* Se observa ca nu exista un fazor de A
referinta absolut, adica fazori pot fi
rotifi cu un acelasi unghi arbitrar fara a
le modifica semnificatia fizica. y

e Tn acest caz, cele doud marimi
oscilatorii descrise anterior au forma:

y, = A sSin ot
Y, :Azsin(a)t+Ago) Ap=0,-0,

» In concluzie, o diagramai fazoriala are drept
parametri doar amplitudinile marimilor s1 diferenta
de faza dintre marimi. Fazorul de referinta este ales
conventional.
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Elementele de circuit

1. Rezistorul — element activ

Intr-un circuit de curent alternativ, rezistorul are practic acelasi
comportament ca intr-un circuit de curent continuu — disiparea de energie prin efect
Joule. Conform legii lu1 Ohm, caderea de tensiune pe acesta are expresia:

R

U= RI -

2. Bobina si condensatorul — elemente reactive

A. Bobina
Se opune cresteril curentului prin fenomenul de autoinductie (se induce o _

tensiune de sens opus cresterii curentulul), tensiunea fiind defazata inainte cu >
fata de curent. Este caracterizata printr-o marime analoga rezistente1r numita
reactanta inductiva: 7

o=t — Y —
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B. Condensatorul

Condensatorul se incarca si se descarca succesiv, defazand tensiunea in urma
- . . T - . o . - . .
fata de intensitate cu o Este caracterizat printr-o marime analoga rezistentel

numita reactanta capacitiva. C

Elementele reactive de circuit (bobina si condensatorul) inmagazineaza
energie in campul magnetic (in cazul bobine1) sau in campul electric (in cazul
condensatorului). Aceasta este periodic eliberata inapoi in circuit.

o

bobind 2

2
E _Lu”

condensator 2
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Fazori in contextul curentului alternativ

* Intr-un circuit alimentat la o sursa alternativa sinusoidala, curentul si
tensiunea pe elementele de circuit oscileaza cu pulsatia sursel, deci
este justificata folosirea fazorilor.

* Avand in vedere ca aparatele de masura detecteaza valorile efective ale
curentului s1 ale tensiunii, acestea sunt de obice1 folosite in diagramele
fazoriale — si nu valorile maxime.

* Pentru circuitele serie se alege ca fazor de referinta intensitatea (pentru
ca este aceeasi pentru toate elementele de circuit).

* Pentru circuitele paralel se alege ca fazor de referinta tensiunea
(deoarece este aceeasi la bornele tuturor elementelor de circuit).
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Circuitul RLC serie

 Consta dintr-un rezistor, o bobina s1 un condensator conectate in
serie.

* Curentul care trece prin aceste componente este acelasi, deci vom
alege Intensitatea curentului — fazor de referinta.

R L

YWY

TAVE
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Diagrama fazoriala a circuitulur RLC serie

Tensiunea pe rezistor este in faza cu intensitatea si
are expresia:

U,=R-I

. . < A < T,
Tensiunea pe bobina este defazata in fata cu 2> In
. . AN e n
timp ce tensiunea pe condensator este in urma cu r
U =X,-I
U.=X.-I

Suma vectoriala a acestor trei fazori este egald cu tensiunea la bornele circuitului. Din diagrama se
observa ca tensiunea U este defazata fata de intensitate cu un unghi care poate fi calculat in
triunghiul dreptunghic astfel:

(XL_XC)I _ XL_XC
RI R

gp=
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Impedanta circuitulur RLC serie v

Modulul tensiunii este determinat din teorema lui Pitagora U=X1 U
aplicata in triunghiul dreptunghic din diagrama.

U?=(X_ =X.)*-I?+R*-17

Daca se cunoaste tensiunea aplicatad la bornele circuitului, valoarea efectiva a intensitatii va avea expresia:
U

| =
\/(XL_XC)2+R2

Raportul dintre valorile efective ale tensiunii si intensitatii poartd numele de impedanta, notata Z ([Z]s; =
[R]s1= 1 Q). In cazul circuitului RLC serie, Z este:

Z:UT:\/(XL—XC)2+R2

Impedanta este marimea analoga rezistentei in circuitele de curent alternativ.

https://fizicaliceu.com



Circuitul RLC paralel

* Consta dintr-un rezistor, o bobina si
un condensator conectate in paralel.

* Tensiunea la bornele celor 3 elemente
este 1dentica, deci vom alege
tensiunea — fazor de referinti.

https://fizicaliceu.com




Diagrama fazoriala a circuitului RLC paralel

Curentul prin rezistor este in faza cu tensiunea ‘
aplicata si are intensitatea:
U [.=U/X,
" R
Curentul prin bobina este in urma cu g, in timp ce
curentul prin condensator este in fati cu % I.=U/X, I
e
Cc XC
U
| =—
XL 1=U/R

Suma vectoriala a celor trei fazori reprezentand intensitatea curentului prin ramuri este egala cu intensitatea
curentului total. Din diagrama se observa ca intensitatea este inaintea tensiunii cu un unghi care poate fi
calculat astfel: u U

CXe X, of1 1
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Observatie. Anterior am calculat defazajul intensitatii fata de tensiunea la borne, dar de obicei se determina
defazajul tensiunii fata de intensitate. Acesta are aceeasi valoare in modul, dar de semn opus:

1 1
tg o =td (—0) = —tg = R _
g¢' =tg(—p)=—tg ¢ [XL Xc)

Valoarea efectiva a intensitatii totale se calculeaza cu ajutorul teoremei lui Pitagora aplicata in triunghiul
dreptunghic din diagrama fazoriala.

uV? (u uY 1 (1 1Y A
R X. X, R I X. X, -

Impedanta circuitului RLC paralel va avea expresia:

I =U/X, ]

| 2
1 1 1
o2 " -
R? ([ X. X,
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Numere complexe. Proprietati

* Multimea numerelor complexe, C, este formata din elemente de forma:
z=a+b-J,undea,beR

* j este unitatea imaginara, acel numar care are proprietatea: j°=-1

* a se numeste partea reald a numarulur complex z, not. Rez=a

* b se numeste partea imaginara a numarului complex z, not. Imz=b

 Conjugatul unui numar complex: Z=a-b- ]

* Modulul unui numar complex: |z|=+a®+b’
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Planul complex. Forma trigonometrica

* Numerele complexe pot fi vizualizate ca puncte
intr-un plan, numit plan complex.

* Numarul reprezentat, z, este asimilat cu un vector
bidimensional de lungime |z| = Va2 + bZ2.

* Din figura se observa ca numarul z poate fi
exprimat s1 in functie de lungimea sa, notata r, si
unghiul facut cu axa reala, numit argument.
Aceasta scriere poarta numele de forma
trigonometrica (polara).

Z=r-(Cosep+ |-SIn@)
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Formula lul Euler

 Un rezultat cu o importanta deosebita in matematica si fizica, formula
lu1 Euler face legatura intre functiile trigonometrice s1 functia
exponentiala complexa:

el? =cosp+ j-sing
* Prin urmare, orice numar complex se poate scrie sub forma:

z=r-(CoOSp+ jsing)=r-el?
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Marimile electrice in forma complexa

* Anterior s-au introdus numerele complexe si s-a pus 1n evidenta ca
prin intermediul lor sunt reprezentati vector: bidimensionali in planul
complex, deci s1 fazori.

* Se stie ca marimile momentane ale tensiunii s1 intensitatii au forma:
u=U_ - cos(ot+Ap)
| =1_-cos(wt)

* Observand ca Re (A . eJ ‘P) = A - cos @, marimile momentane se
exprima sub forma complexa astfel:

U = U . ej(a)t+Ag0)
m

- _alot
1=1_-¢€
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Impedanta complexa

* Impedanta complexa se defineste ca raportul dintre tensiunea la

bornele unui circuit s1 intensitate (folosind formele complexe).
_plot+jAp
7 — u :Um € :U .eja)t+j-Ag0—ja)t :E'ej-A(p
. joot
i1 e | |
Unde:
A este defazajul dintre tensiune si intensitate la bornele respectivei portiuni de circuit

U este tensiunea efectiva la bornele portiunii
I este intensitatea efectiva care trece prin portiunea de circuit

* Luand modul din impedanta complexa, obtinem:

U . U . U
‘Z‘zT-‘eJ¢‘=T-‘COS(B+ Jsmgo\:T
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Defazajul dintre tensiune s1 intensitate

* Cunoscand valoarea impedante1 complexe, se poate determina unghiul
de defazaj exprimand impedanta in doua feluri:

7 _Rez+j-ImZ |z (E,Q]
7

Z =|Z|-e"* =|Z|-(cosAp+ jsin Ap)

* Prin identificare, obtinem: « Deci, tangenta unghiului de defazaj va avea
ne7 ’ expresia: >
COSAp =—— tg Ap = m
Z| ReZ
SinAg = Im2

Z|
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Impedantele elementelor de circuit

1) Rezistor — defazajul este dintre tensiune si intensitate este nul, deci:

L, =R
2) Bobina — defazajul este dintre tensiune si intensitate este + g, deci:

ZL:UT s X T

e 2= I -(cosE+jsing):XL-j

3) Condensator — defazajul este dintre tensiune si intensitate este — %, deci:
U -iZ X T . . T .
ZC:T-e 2 = IC -(COSE— SIHE)z—XC-j
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Calculul impedantei

 Utilizarea numerelor complexe in studiul circuitelor de curent alternativ are
avantajul ca regulile de la curentul continuu pentru gruparile serie s1 paralel
se aplica intocmai pentru impedantele complexe.

Zserie = Zl + ZZ Tt Zn

1 1 1 1
— =t —+...+—
Zparalel Zl ZZ Zn

* Relatiile de mai sus se folosesc obligatoriu pentru impedantele
complexe.

https://fizicaliceu.com



Analiza circuitululr RLC serie

* Folosind formula pentru gruparea serie, se determina impedanta echivalenta
a circuitului astfel:

L, =2, +Z +Z.=R+X_ J-X.]=R+(X —X_.)]
U U U

_— = ‘Ze‘ :> I = N —
| R+(XL =X JRE+(X_ = X,)?
. . . . . . C
* Defazajul dintre tensiune s1 intensitate se 2 /
calculeaza cu ajutorul tangentei: | Y
tg(pzlmze:xL—xC
ReZ, R
* /\/ .
(Tensiunea la bornele circuitului este Tnaintea intensitatii cu ¢ radiani.) u
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Reprezentarea tensiunii si intensitatii

U, 1

Graficul de mai sus pune in evidenta defazajul dintre tensiunea la bornele circuitului
si intensitatea curentului: A@ = w - At (tensiunea este defazata in urma cu A¢ fata
de intensitate, circuitul fiind capacitiv in acest exemplu).
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Analiza circuitulul RLC paralel

* Folosind formula pentru gruparea paralel, se determina
impedanta echivalenta a circuitului astfel:

1 1 1 1 1 1 11.(11j
+ -

Xe Xy

+—+ + — — - =
Z, Z. Z, Z. R j-X, jX. R

—U-

1 (1 1
R [ X. X,

i_j 1_1 1 1 1
1 R Xe X, R Y X Xe

2
SR ERN
RZ (X, X,

e 2 2
1, ( 1 1 j 1 (1 1 1 (1 1 1 (1
J —+ — —+ — >+ =
R “(Xe X ) R* (X, X, R? (X, X, R? (X, X
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* Tangenta unghiului de defazaj va avea expresia:
1 1

Imz X, X, F{l 1)

"Rez 1 (X, X
R

go

(Tensiunea la bornele circuitului este Tnaintea intensitatii cu ¢ radiani.)

* Calculand modulul impedantei complexe a circuitulur RLC paralel
obtinem bineinteles valoarea determinata cu ajutorul fazorilor.

11 1
zi o (1 1y
ZlJz) R HIx X,
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Puterea

 Puterea instantanee este produsul dintre valoarea momentana a
tensiunii s1 valoarea momentana a intensitatun curentului alternativ.

p=u-i=U_-cos(at+Ap)-1,-cos(awt)

* Puterea activa reprezinta puterca medie disipata prin efect Joule (se
obtine prin medierea pe o perioada a puteru instantanee).

D :Um ) |m 'COS(C()t-I—Ago)'COS(@)t): Um2 Im |:COS(20)t-I—A§D)+COSA(0:|

=U-1-cosAp+U -1 -cos(2mt+Ap) =

P:<p>=<U - -cosAgo>+<U - -COS(Za)t+Ago)>:U -1-COSAgp

Valoarea medie a unei constante este chiar constanta, in timp ce valoarea medie a functiei cosinus este 0.
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* Puterea reactiva reprezinta puterea efectuata de sursa care se intoarce
periodic inapoi la aceasta (spre deosebire de puterea activa, care este
consumata in circuit s1 eliberata sub forma de caldura, lumina sau
lucru mecanic).

P=U-Il-sinAg

r

Observatie
Intr-un circuit format numai din condensatoare si bobine ideale, unghiul de defazaj este % deci

puterea activa este nula (consumul net de energie necesar punerii in functiune a circuitului este nul). In
practica aceasta situatie este imposibila deoarece nu exista circuit fara rezistenta electrica si orice circuit de
curent alternativ elibereaza energie prin efecte radiative (unde electromagnetice).

* Puterea aparenta este produsul dintre intensitatea si tensiunea
efectiva.

P =U-I
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Puterea in forma complexa

» Puterea, ca numir complex, are expresia: S =|U|-|1|=|z|-|I]

* Se stie ca impedanta complexa se poate exprima in functie de unghiul de defaza;
astfel:
Z =|Z|-(cosAg+ j-sinAg)

 Expresia puterii devine, prin urmare:

S =‘|‘2-‘Z‘~(COSA¢+j-SinAgo):‘UHI‘-COSAgo—I—j-‘UHI‘-SinAgo

* Observam ca: ReS = P (puterea activa este partea reala a puterii complexe)
ImS = P. (puterea reactiva este partea imaginara a puterii complexe)

S|=F.

parenta

https://fizicaliceu.com



Probleme

1. In circuitul din figuri se cunosc: wL = L si 2L~ 10. Aflati

wC R

de cate ori este mai mic curentul principal decat curentii
prin ramuri. (A. Hristev, Probleme de electricitate, 2012)

Solutie. Vom incepe prin calcularea impedantelor si a curentilor prin

ramuri;
1

—

Zc=R—]

ZL:R+j-a)L:>IE:\R+j-a)L\:>IL:\/

wC

IC‘

L

Roj L
wC

U

‘:>IC:

U
(L)’

] 2
\/2 ( j
«oC
2_|_

o 1 3 .. e
Stiind ca wlL = o deducem ca cele doua intensitati sunt egale:
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Pentru a determina intensitatea curentului principal, calculam mai intai impedanta intregului circuit (se
foloseste formula pentru gruparea paralel):

1 1 1 1 1 1 1 2R
_|_

= = - -+ 1 = - -+ - = ; >
Z, Z, Z. R+joL p_;. 1 RtjolL R-joL R?+(wl)
wC

Intensitatea curentului principal va avea expresia:

Uy R
Z|]  R*+(wL)
Raportul cerut este:
1
R? +(wlL R? +(wlL)’ ;
s _ VR H(0L) (R +(0l)’ 1 1+(w_Lj 1.
| 2R 2R 2 2
R?+(wL)
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2. In circuitul din figura se cunosc: R{,R,,C, U. J J
Aflati intensitatea curentului principal. (A.
Hristev, Probleme de electricitate, 2012)

Solutie. Incepem prin a calcula impedanta complexa a
circuitului. Al doilea rezistor este inseriat cu gruparea

paralel formata din condensator si rezistorul 1.
L A, ]

1_1, 1 :1+ij:1+ja)CR1:>Zp: R, .
z, R _j. 1 R R, 1+ joCR,
@C
Z,=2,+R, = R +R, = Ri+R+ JOCRR,
1+ JoCR, 1+ JoCR,
: 2
Expresia intensitatii curentului principal este: | =—=U . 1+ Ja)_CRl —1]. \/1+(0)CR1)
Z,| R, +R, + joCRR, \/( R +R,) +(aCRR, )
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Concluzi

Utilizarea numerelor complexe este avantajoasa in special pentru studiul
circuitelor mixte deoarece regulile de la curentul continuu pentru gruparile
rezistoarelor in serie si paralel se aplica intocmai pentru impedantele complexe.
Totodata evaluarea defazajului dintre tensiune si intensitate se realizeaza cu
usurintd folosind forma complexa a impedantei. Din expresia puterii in forma
complexa se obtin Imediat puterile activa, reactiva si aparenta in circuitele de
curent alternativ.

In concluzie, utilizarea numerelor complexe oferd 0 alternativd la metoda
diagramelor fazoriale pentru rezolvarea problemelor de curent alternativ.
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